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6 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPST.D. no 1 du ours d'Algèbre II 23 Février 2004Tous les anneaux dans e TD sont supposés unitaires.Exerie 1 Soient A un anneau ommutatif, M et N deux A-modules.(a) Montrer que les tenseurs purs de M ⊗AN engendrent e dernier omme A-module.(b) Montrer que si x ∈M , y ∈ N , x⊗ 0 = 0 = 0 ⊗ y. Réiproquement, montrer que si
A est un orps et x⊗ y = 0, alors x ou y est nul.Fixons des familles A-génératries respetives (ei) et (fj) de M et N .() Montrer que la famille des ei⊗fj est une familleA-génératrie du A-moduleM⊗AN .(b) Montrer que si (ei) et (fj) sont de plus des A-bases de M et N , alors la famille du() est une A-base de M ⊗A N .Remarques: (i) En général, il existe des éléments de M ⊗A N qui ne sont pas des tenseurs purs(f. exerie 2). De plus, si A n'est pas un orps, il est possible que x⊗ y = 0 et que ni x, ni y, nesoit nul (f. exerie 3. (b)).(ii) Du (d) se déduit en partiulier que si M et N sont A-libres de rangs �nis respetifs m et
n, alors M ⊗A N est A-libre de rang mn.Exerie 2 Soient k un orps, V,W des k-espaes vetoriels de dimension �nie, V ∗ :=
Homk(V, k).(a) Montrer qu'il existe une unique appliation k-linéaire ι : V ∗ ⊗kW → Homk(V,W ),telle que ι(ϕ⊗ v) = (x 7→ vϕ(x)), puis que ι est un isomorphisme.(b) Montrer que les tenseurs purs de V ∗ ⊗k W oïnident via ι ave les appliationslinéaires V → W de rang ≤ 1. Plus généralement, montrer que le nombre minimal detenseurs purs néessaires à l'ériture d'un élément x ∈ V ∗ ⊗kW omme somme de tenseurpurs est exatement le rang de l'appliation linéaire ι(x).Posons n := inf(dimk(V ), dimk(W )) et, pour 0 ≤ r ≤ n, Xr ⊂ V ⊗k V le sous-ensembledes éléments pouvant s'érire omme somme d'au plus r tenseurs purs. Ainsi,Xn = V ⊗kW ,et si r < r′ alors Xr ( Xr′ (justi�er).() (Exemple) Supposons dimk(V ) = dimk(W ) = 2, montrer que l'ensemble X1 destenseurs purs de V ⊗k W est une quadrique non dégénérée, de la forme xy + zt = 0 dansune base bien hoisie.(d) Montrer que Xr est un fermé algébrique1 de V ⊗k W , qui est un �ne entré en 0.Si k = R ou C et V ⊗k W est muni de sa topologie d'espae vetoriel normé, montrer que
Xn−1 est un fermé d'intérieur vide de V ⊗k W .1SoientW un k-espae vetoriel de dimension �nie et (xi) une k-base deW ∗. Un fermé algébrique deWest un sous-ensemble de V qui est exatement l'ensemble des zéros ommuns d'un ensemble de polyn�mesen les xi. On véri�e failement que ette dernière propriété ne dépend pas de la base (xi) hoisie, et queles fermés algébriques sont exatement les fermés d'une topologie sur W : la topologie de Zariski. Si k = Rou C, ette topologie est moins �ne que la topologie d'espae vetoriel normé.



1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPS 7Exerie 3 Soient A un anneau ommutatif, I et J des idéaux de A.(a) Montrer qu'il existe une unique appliation A-linéaire (A/I)⊗A (A/J) → A/(I+J)envoyant (a mod I) ⊗ (a′ mod J) sur (aa′ mod (I + J)), et que 'est un isomorphisme.(b) En déduire la struture du groupe abélien (Z/nZ) ⊗Z (Z/mZ) pour m,n ∈ Z.() On suppose que A est un anneau prinipal, et que M et N sont des A-modules detype �ni. Dérire la struture de M ⊗A N en fontion de elles de M et N .Exerie 4 (Quelques produits tensoriels sur Z)(a) Montrer que l'appliation anonique Q ⊗Z Q → Q (justi�er) est un isomorphismede groupes abéliens.(b) Caluler les produits tensoriels sur Z de deux groupes abéliens quelonques parmiles suivants : Z, Q, Q/Z, Z/nZ.() Montrer que le morphisme naturel (préiser) de groupes abéliens
Q ⊗Z ZN → QNest une injetion d'image le sous-groupe des suites de rationnels à dénominateurs bornés,qui est un sous-groupe strit de QN.(d) Véri�er ependant que les groupes abéliens Q ⊗Z ZN et QN sont isomorphes entreeux, ainsi qu'à Q(R).Exerie 5* Soient k un orps, A := k[X, Y ], m l'idéal (X, Y ) de A. On va montrerqu'en tant que A-modules,

m⊗A m ≃ m2 ⊕ (A/m)Ii, m2 désigne l'idéal m.m de A, i.e. (X2, XY, Y 2).(a) Montrer que le A-module m/m2 admet une struture naturelle de A/m-espaevetoriel de dimension 2. En déduire l'existene d'une forme A-bilinéaire alternée nonnulle : m×m→ A/m.(b) Montrer que le sous-A-module dem⊗Am engendré par l'élément v := X⊗Y −Y ⊗Xest isomorphe à A/m, et qu'il admet un supplémentaire.() Montrer que la suite de A-modules
0 −→ A

f−→ A2 g−→ m −→ 0,dé�nie par f(a) = (−Y a,Xa) et g((a, b)) = Xa + Y b, est une suite exate ourte. Endéduire le noyau de la surjetion A-linéaire induite par g : m⊕m→ m2.(d) Conlure.Exerie 6 Soient k un orps, W un k-espae vetoriel, et 0 → V ′ → V → V ′′ → 0 unesuite exate de k-espaes vetoriels. Montrer que la suite induite (préiser) :
0 → V ′ ⊗k W → V ⊗k W → V ′′ ⊗k W → 0,est aussi une suite exate.



8 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPSLes exeries suivant onernent les algèbres de quaternions sur un orps. Un orps seratoujours supposé ommutatif, une algèbre à division est une algèbre assoiative unitairetelle que tout élément non nul admet un inverse des deux �tés.Exerie 7* (Algèbres de quaternions sur un orps) Soit K un orps de aratéristique
6= 2, on �xe a et b dans K∗. On onsidère, sur le K-espae vetoriel

V := Ke1 ⊕Ke2 ⊕Ke3 ⊕Ke4,l'appliation K-bilinéaire V × V → V , (x, y) 7→ x.y dé�nie sur la base des ei par :
e1.ei = ei.e1 = ei, e2.e2 = a, e3.e3 = b, e2.e3 = −e3.e2 = e4

e4.e4 = −ab, e2.e4 = −e4.e2 = ae3, e3.e4 = −e4.e3 = −be2(a) Montrer que (x, y) 7→ x.y munit V d'une struture de K-algèbre assoiative, nonommutative, de neutre e1 et de entre Ke1.On note (a,b
K

) ette K-algèbre. Ainsi, (−1,−1
R

) oïnide ave l'algèbre des quaternionsusuels. Par habitude, on note 1, i, j et k les éléments respetifs e1, e2, e3 et e4. On onsidèrel'ensemble Ca,b des solutions dans P2(K) de la onique d'équation aX2 + bY 2 = Z2.(b) Véri�er que le K-endomorphisme de (a,b
K

) dé�ni par
τ(u+ vi+ wj + tk) := u− vi− wj − tkest une involution de satisfaisant τ(x.y) = τ(y).τ(x) pour tout x, y ∈ V . De plus, si x ∈ V ,montrer que χx := T 2 − (x+ τ(x))T + xτ(x) est dans K[T ] et annule x.() Montrer que (1,1

K
) est isomorphe omme K-algèbre à M2(K). Identi�er les χx.Indiation: On pourra herher des matries I et J dans M2(K) telles que I2 = J2 = 1 et

IJ = −JI.(d) Montrer que si Ca,b 6= ∅, (a,b
K

) est K-isomorphe à M2(K). Qu'en déduire si K estalgébriquement los ? si K est un orps �ni ? si K = R ?(e) Soit f une forme quadratique non dégénérée sur un K-espae vetoriel de dimension
4 dont le disriminant est un arré dans K∗. Montrer que la dimension maximale d'un sous-espae totalement isotrope pour f est 0 ou 2.(f) Montrer que si Ca,b = ∅, alors (a,b

K
) est une algèbre à division.(g∗) Montrer que si p est un nombre premier≡ 3 mod 4, (−1,p

Q
) est une algèbre à division,et qu'elle ontient un sous-orps isomorphe à Q(

√
p). En déduire qu'il existe une in�nitéd'algèbres à division de dimension 4 sur Q deux à deux non isomorphes.Exerie 8 Soit D une R-algèbre à division de dimension �nie sur R. On va montrerqu'en tant que R-algèbre, D est isomorphe à R, C ou à l'algèbre des quaternions réels H.(a) Soit x ∈ D\R, montrer que R[x] est isomorphe à C omme R-algèbre. Quel est leentralisateur de x dans D ?On suppose [D : R] > 2. On hoisit i ∈ D tel que i2 = −1 (justi�er).



1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPS 9(b) Si j ∈ D\R[i], montrer que ij−ji est non nul et antiommute ave i (i.e. zi = −iz).En déduire l'existene d'un j ∈ D\R[i] tel que ji = −ij et j2 = −1.() Soit x ∈ D\R[i] tel que xi = −ix, montrer que x ∈ jR[i].(d) Conlure2.

2En proédant omme dans et exerie, et ave les notations de l'exerie 7, vous pouvez montrer quesi K est un orps de aratéristique 6= 2, toute K-algèbre à division de entre K et de dimension 4 sur Kest K-isomorphe à (a,b
K ) pour ertains a et b dans K∗.



10 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPST.D. no 2 du ours d'Algèbre II 1 Mars 2004Tous les anneaux dans e TD sont supposés unitaires. On pourra ommener par lesquestions : ex. 1 a) et b), ex. 2 a)-d) et g), et ex. 3.Exerie 1(a) Soit k ⊂ K une extension de orps, P ∈ k[X], montrer que l'appliation naturelle
k[X]/(P ) ⊗k K −→ K[X]/(P ) est un isomorphisme de K-algèbres.(b) En déduire la struture des R-algèbres suivantes :

Q(
√

2) ⊗Q R, Q(i) ⊗Q R, Q(
3
√

2) ⊗Q R.Dérire de même la C-algèbre C ⊗R C, et les Q-algèbres Q(
√

2) ⊗Q Q(
√

2) et Q(
√

2) ⊗Q

Q(
√

3).() À quelle ondition sur une extension de orps k ⊂ K, l'anneau K ⊗k K est-il unorps ?Exerie 2 (Algèbres diagonalisables) Soient k un orps et A une k-algèbre de dimension�nie sur k.(a) Montrer que A est k-isomorphe3 à une sous-k-algèbre de Mn(k), et que l'on peuthoisir n = dimk(A).Indiation: Considérer la représentation régulière gauhe : A→ Endk(A), a 7→ (x 7→ ax).(a') Donner par exemple expliitement un morphisme injetif de Q-algèbres Q(
√

2) →
M2(Q), ou enore Q[X]/(Xn) → Mn(Q).On supposera don dans e qui suit que A ⊂ Mn(k) est une sous-k-algèbre, et e sansperte de généralité. On �xe k ⊂ K une extension de orps et on verra Mn(k) omme étantinlus dans Mn(K).(b) Montrer que l'appliation naturelle A ⊗k K → Mn(K) induit un K-isomorphismede A⊗k K sur la sous-K-algèbre de Mn(K) engendrée par K.1 et A.Ainsi, on dispose d'une desription onrète de l'extension des salaires pour les sous-
k-algèbres de Mn(k).() Soit Dn(k) ⊂ Mn(k) la sous-k-algèbre des matries diagonales. Véri�er que Dn(k)est k-isomorphe à la k-algèbre produit kn.Une k-algèbre k-isomorphe à kn est dite diagonale pour ette raison. Fixons K ⊃ kune l�ture algébrique de k. Une k-algèbre A est dite diagonalisable si A ⊗k K est une
K-algèbre diagonale, i.e. A⊗k K ≃ Kdimk(A).(d) On suppose de plus que A est un orps ommutatif de aratéristique nulle, montrerque A est diagonalisable.3Entendons par là "isomorphe en tant que k-algèbre".



1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPS 11Indiation: Si P ∈ k[X] est irrédutible, alors P a des raines distintes dans K. En e�et, P ′ estnon nul (ela utilise que ar(k)=0) et premier à P dans k[X]. On n'utilisera pas le théorème del'élément primitif dans ette question, qui onluerait en vertue de l'exerie 1.(a).(e∗) (Généralisation du (d)) On suppose que k est de aratéristique nulle. Montrer que
A est diagonalisable si, et seulement si, elle est ommutative et sans élément nilpotent nonnul.Indiation: Pour la ondition su�sante, on montrera d'abord que le polyn�me minimal de toutélément de A est sans fateur arré.(f) Soient p premier, k := Fp(T ) et A := k[X]/(Xp − T ). Montrer que A est un orps,puis que A⊗k K ≃ K[u]/(up). En déduire que A n'est pas diagonalisable4.On termine par deux appliations.(g) Donner une ondition néessaire et su�sante sur x ∈ kn pour que k[x] = kn. Déduirede ela et du (d) que si k est un orps de aratéristique nulle et L/k une extension �nie,alors il existe x ∈ L tel que L = k[x] (théorème de l'élément primitif).(h) Soit L ⊃ k une extension �nie de orps de aratéristique nulle, montrer que
Homk−alg(L,K) a exatement [L : K] éléments.Exerie 3 (Retour sur les quaternions de Hamilton) Soit H = R ⊕ Ri ⊕ Rj ⊕ Rk la
R-algèbre des quaternions usuels de Hamilton.(a) Montrer que H est R-isomorphe à une sous-R-algèbre de M4(R), mais pas de Mn(R)si n n'est pas divisible par 4.(b) Montrer que M2(H) n'est pas R-isomorphe à M4(R), et plus généralement que
Mn(H) n'est jamais R-isomorphe à Mm(R).() Montrer que H est R-isomorphe à une sous-R-algèbre de M2(C), puis que H ⊗R Cest C-isomorphe à M2(C).Si A est une k-algèbre, l'anneau Aopp opposé5 de A est aussi une k-algèbre de manièrenaturelle. En partiulier, A et Aopp sont k-isomorphes si, et seulement si, il existe u ∈
Autk(A) tel que u(xy) = u(y)u(x) pour tout x, y ∈ A.(d) Montrer que Mn(k) ≃ Mn(k)

opp et que H ≃ Hopp.(e) Montrer qu'il existe un unique morphisme de k-algèbres A⊗k A
opp → Endk(A) telque a⊗ b 7→ (x 7→ axb). Véri�er que 'est un isomorphisme si A = Mn(k).(f) Montrer que H ⊗R H ≃ M4(R).Dans les exeries qui suivent, on s'intéresse aux algèbres entrales simples sur un orps.Si k est un orps et A une k-algèbre, on dit que A est entrale si son entre est réduit à k.1,simple si A n'a pas d'idéaux bilatères autres que {0} et A, à division ou un orps gauhe4En fait, (d), (e) et (h) sont valables plus généralement si le orps k est parfait, i.e. satisfaisant lapremière phrase de l'indiation du (). Les même démonstration doivent marher.5Si (A,+,×) est un anneau, l'anneau opposé est (A,+,×opp), où a×opp a′ := a′ × a.



12 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPSsi tout élément de A est inversible des deux �tés. Ayant en vue de lassi�er les k-algèbres,il est naturel de ommener par elles qui sont simples.Exerie 4 (Formes tordues de Mn(k) et un théorème de Wedderburn) Dans et exerie,on va donner une desription des formes6 de Mn(k), et montrer que si A est une algèbre àdivision de dimension �nie sur son entre k, alors dimk A est un arré.(a) Véri�er que Mn(k) est une k-algèbre entrale simple, et que si A est à division, Aest simple.Dans les quatre questions suivantes, k ⊂ K est une extension de orps �xée.(b) Soit A une k-algèbre entrale. Montrer que la K-algèbre A⊗k K est entrale.(∗) Soit A une k-algèbre entrale simple. Montrer que la K-algèbre A⊗kK est simple.Indiation: On pourra onsidérer un idéal bilatère I non nul de A⊗k K et un tenseur non nul derang minimal de I.(d) Soit A une k-algèbre. En déduire que la K-algèbre A ⊗k K est entrale simple si,et seulement si, la k-algèbre A l'est.(e) Donner un ontre-exemple au () si A n'est pas supposée entrale.(f) Soit A une k-algèbre simple de dimension �nie sur k. Soit I un idéal à gauhe de
A minimal pour l'inlusion (justi�er). Montrer que la représentation régulière gauhe de
A sur I induit un morphisme injetif de k-algèbres ψ : A −→ Endk(I), tel que ψ(A) nestabilise auun sous-k-espae vetoriel de I di�érent de {0} et I.(g) Supposons k algébriquement los. Montrer qu'une k-algèbre entrale simple est
k-isomorphe à Mn(k) pour un ertain entier n ≥ 1.Indiation: On utilisera le théorème de Burnside rappelé dans l'exerie 6. On verra ertainementd'autres démonstrations de es résultats dans la suite du ours.(h) SoitA une k-algèbre de dimension �nie sur k,K une l�ture algébrique de k. Montrerl'équivalene : A est entrale simple si, et seulement si, ∃n ≥ 1, A⊗k K ≃ Mn(K).(i) Soit A un orps gauhe de dimension �nie sur son entre k, montrer que dimk(A)est un arré. Montrer plus généralement e résultat pour toute k-algèbre entrale simple Ade dimension �nie sur k.Exerie 5 (Groupe de Brauer d'un orps) Soit k un orps. On ne onsidérera dans equi suit que des k-algèbres de dimension �nie sur k. Cet exerie fait suite au préédent.(a) Si A et B sont des k-algèbres entrales simples, montrer que la k-algèbre A ⊗k Best aussi entrale simple.6Si A et B sont deux k-algèbres, on dit que A et B sont des "formes" (ou "formes tordues") l'unede l'autre elles deviennent isomorphes après extension des salaires à une l�ture algébrique de k. Cetexerie peut être vu omme une aratérisation des formes tordues de Mn(k) : e sont les k-algèbresentrales simples. De même, les k-algèbres diagonalisables sont les k-formes des kn. On les a aratérisédans l'exerie 2.(e) si ar(k)= 0, et nous verrons le as général dans le ours de théorie de Galois.



1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPS 13(b) En déduire que si A est entrale simple, alors A ⊗k A
opp ≃ Mn(k), n = dimk(A).Véri�er aussi que la réiproque est vraie.Soit CS(k) l'ensemble des lasses d'isomorphie7 de k-algèbres entrales simples de di-mension �nie sur k. Le (a) montre que CS(k) est muni d'une struture de monoïde àl'aide de ⊗k, de neutre k. Considérons la relation d'équivalene suivante sur CS(k). Si Aet A′ sont des k-algèbres entrales simples, on dit que A ≡ A′ si, et seulement si, il existe

n, m ≥ 1 tels que Mn(A) ≃ Mm(A′).() Montrer que ⊗k induit par passage au quotient une struture de groupe ommutatifsur CS(k)/ ≡, 'est le groupe de Brauer de k, on le note Br(k).(d) En utilisant l'exerie préédent, montrer que si k est algébriquement los, Br(k)est le groupe trivial.Remarques: (i) Il est onnu que Br(k) est trivial si k est �ni (thm. de Wedderburn), et que
Br(R) = Z/2Z = 〈H〉 (thm. de Frobenius). Un théorème profond de théorie algébrique desnombres dû à Hasse est la détermination de Br(Q).(ii) On démontrera plus tard dans le ours que si A est une k-algèbre entrale simple, il existeune k-algèbre à division D telle que A ≃ Mn(D). Ainsi, Br(k) est engendré par les lasses desalgèbres à division. Admettant ei, la première assertion du (i) i-dessus est équivalente à unthéorème de Wedderburn bien onnu, et la seonde assertion est onséquene du dernier exeriedu TD1, ainsi que de l'exerie 3.() de e TD. L'exerie 3.() est un as partiulier du faitsuivant : si A,B,C sont entrales simples et A ⊗k B ≃ A ⊗k C, alors B ≃ C ; fait que l'onmontrera lorsque l'on disposera d'un peu de tehniques de modules semi-simples.Exerie 6 (Un théorème de Burnside) Soit k un orps algébriquement los, V un k-espae vetoriel de dimension �nie et A ⊂ Endk(V ) une sous-k-algèbre. On suppose que
A agit irrédutiblement sur V , i.e. que les seuls sous-espaes vetoriels de V stables par Asont {0} et V . On va montrer que A = Endk(V ) (thm. de Burnside).(a) Montrer que si A ontient un endomorphisme de rang 1, alors A = Endk(V ).(b) Soit r le rang minimal d'un élément non nul de A, disons r = rg(a). On supposeque r ≥ 2, et on �xe x, y ∈ V , tels que {a(x), a(y)} soit libre. Montrer que l'on peuttrouver b ∈ A tel que b(y) = x (justi�er), puis qu'il existe λ ∈ k tel que ab − λ induit unendomorphisme non injetif de Im(a). Conlure.() Trouver un ontre-exemple si l'on ne suppose plus k algébriquement los.

7Il est aisé de véri�er que 'est e�etivement un ensemble, de même ardinal que k × Z.



14 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPST.D. no 3 du ours d'Algèbre II 8 Mars 2004Exerie 1 Soient k un orps, V un k-espae vetoriel et n ≥ 1 un entier.(a) Montrer que l'appliation anonique Endk(V ) → Endk(Symn(V )) n'est pas un mor-phisme de k-algèbres8 si n > 1 et dimk(V ) > 1, mais qu'elle induit toujours un morphismede groupes GL(V ) → GL(Symn(V )).On onsidère dans e qui suit les morphismes de groupes ρn : SL2(k) → GL(Symn(k2)) ≃
GLn+1(k) donnés par le (a).(b) Dérire Ker(ρn).() On suppose que k est de aratéristique nulle, montrer que ρn(SL2(k)) ne stabiliseauun sous-espae vetoriel strit de Symn(k2).(d) On suppose que k est de aratéristique p > 0, véri�er que la question préédentevaut enore si n < p et étudier le as n = p.Exerie 2 Soient k un orps et V un k-espae vetoriel.(a) Donner une ondition néessaire et su�sante sur v1, . . . , vd ∈ V pour que le tenseurpur v1 ∧ · · · ∧ vd soit non nul dans Λd(V ).(b) Soit d ∈ N, montrer les équivalenes :i) Le rang de u est < d,ii) Tous les mineurs de taille d de u dans une base �xée quelonque de V sont nuls,iii) Λd(u) est l'endomorphisme nul de Λd(V ).() Soit Grd(V ) := {W ⊂ V, dimk(W ) = d}. Fixons W ∈ Grd(V ), montrer que l'imagede l'appliation naturelle Λd(W ) → Λd(V ) est une k-droite. Montrer que l'appliationonstruite Grd(V ) → P(Λd(V )) est une injetion d'image les lasses d'homothétie de ten-seurs purs non nuls de Λd(V ) (Plongement de Plüker).(d) Véri�er que Grd(V ) = P(Λd(V )) si d= 1 ou n− 1 (n = dimk(V ) < ∞), puis que
Gr2(V ) est une intersetion de quadriques projetives9 si d=2 ou n−2 (on utilisera 3.(b)).Montrer que Gr2(k4) est une quadrique de P5(k) de la forme xy + zt+ uv = 0.Indiation: Montrer que f ∈ Λ2(V ) est un tenseur pur si, et seulement si, f ∧ f = 0 dans Λ2(V ).Exerie 3 Soient k un orps, V un k-espae vetoriel de dimension �nie.(a) Soit f ∈ Λ2(V )∗ une forme bilinéaire alternée sur V . Montrer que W := Ker(f)est de odimension paire 2r et qu'il existe une famille libre e1, . . . , e2r de V engendrant unsupplémentaire deW telle que si 1 ≤ i ≤ 2r est impair et 1 ≤ j ≤ 2r, alors f(ei, ej) = δj,i+1.(b) En déduire que pour tout f ∈ Λ2(V ), il existe un unique entier r ≤ dimk(V )/2 ainsiqu'une famille libre f1, . . . , f2r ∈ V telle que f =

∑r
i=1 f2i−1 ∧ f2i.8Vous pouvez véri�er, omme exerie indépendant, qu'il existe un morphisme de k-algèbresMd(k) →

Mn(k) si, et seulement si, d|n.9C'est en fait vrai pour tout d 6= 1, n− 1 (thm. de Plüker).



1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPS 15On onsidère dans e qui suit l'ation naturelle de GL(V ) sur Λ2(V ) (préiser).() Dérire les orbites de Λ2(V ) sous ette ation.(d) Fixons une base (ei)1≤i≤n de V . Cela nous permet d'identi�er Λ2(V )∗ à l'espae
An(k) des matries anti-symétriques de Mn(k) par f 7→ (f(ei, ej)), ainsi que GL(V ) à
GLn(k). Donner une une interprétation de l'entier r du (a) en es termes.(e) On suppose10 k = R ou C. Montrer qu'il y a une unique orbite ouverte, et dérirel'adhérene de haune des orbites.(f∗) On suppose que k est �ni, aluler le ardinal de es orbites.Indiation: Si 2r = dimk(V ) et f ∈ Λ2(V )∗ est de rang r, ommener par aluler le nombre debases (ei)1≤i≤2r de V telles que si 1 ≤ i ≤ 2r est impair et 1 ≤ j ≤ n, alors f(ei, ej) = δj,i+1.(g) Étudier à la manière de et exerie l'ation de GL(V ) sur Sym2(V ). On supposerapour ela dans un premier temps que k est un orps algébriquement los de aratéristique
6= 2, puis on pourra aussi traiter le as k = R, ou k �ni de aratéristique impaire.Exerie 4 Si σ ∈ Sn, on note ε(σ) sa signature et |σ| le nombre de yles dans sadéomposition anonique. Montrer la relation

∑

σ∈Sn

ε(σ)t|σ| = t(t− 1) . . . (t− n+ 1).Indiation: Soit k ≥ 1 un entier, Sn agit linéairement sur (Ck)⊗n par permutation des oordon-nées. On pourra onsidérer l'élément p :=
∑

σ∈Sn
ε(σ)σ ∈ EndC((Ck)⊗n).Exerie 5** (Un isomorphisme exeptionnel11) Montrer qu'il existe un isomorphismebiontinu de groupes

SL4(C)/{±1} ∼−→ SO6(C).Indiation: Considérer l'appliation naturelle Λ2(C4)×Λ2(C4) → Λ4(C4). On pourra utiliser soitun argument de alul di�érentiel, soit le théorème de l'appliation ouverte : une injetion ontinue
Rn → Rn est ouverte (thm. de Jordan). Véri�er que ∀n ≥ 1, SOn(C) est onnexe.Les exeries qui suivent sont prohes d'être des résultats du ours.Exerie 6 Soient k un orps, V un k-espae vetoriel de dimension �nie et n ∈ N.Montrer qu'il existe une unique appliation bilinéaire f : Λn(V ) × Λn(V ∗) → k telle que

f((v1 ∧ · · · ∧ vn, ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn)) = det((ϕi(vj)).Véri�er qu'elle est non dégénérée, et qu'elle induit un isomorphisme anonique Λn(E∗) →
Λn(E)∗ que l'on expliitera.10On peut aussi supposer k quelonque et onsidérer la topologie de Zariski sur Λ2(V ), omme dansl'exerie 2 du TD1.11De la même manière que dans et exerie, on pourrait montrer les autres isomorphismes exeption-nels standards : Sp2(C) ≃ SL2(C), SO3(C) ≃ SL2(C)/{±1}, SO4(C) ≃ (SL2(C) × SL2(C))/{±(1, 1)}, et
SO5(C) ≃ Sp4(C)/{±1}. Vous pouvez aussi donner les versions réelles de es isomorphismes. On se mé�erapar exemple que SL2(R)/{±1} n'est pas isomorphe à SO3(R) mais à SO(2,1)(R).



16 1. ALGÈBRE LINÉAIRE, ALGÈBRES SUR UN CORPSExerie 7 Soient k un anneau ommutatif, V un k-module libre.(a) Fixons e = (ei) une k-base de V . Montrer qu'il existe un unique morphisme de
k-algèbres ϕe : Sym(V ) → k[T1, ..., Tn] envoyant ei sur Ti, puis que 'est un isomorphismed'algèbres graduées.(b) Soit kV la k-algèbre des fontions de V dans k. Montrer que l'injetion anonique
V ∗ → kV se prolonge en un unique morphisme de k-algèbres ψ : Sym(V ∗) → kV .() Supposons que k est un orps in�ni. Montrer que ψ est injetive, et non surjetive.Dans e qui suit on suppose que k est un orps �ni.(d) Montrer que ψ est surjetive, et non injetive.(e) Fixons une base x = (xi) de V ∗, e qui nous permet d'identi�er Sym(V ∗) à
k[T1, ..., Tn] via ϕx d'après (a). Déterminer expliitement l'idéal noyau de ψ.ϕ−1

x .(f) Soit q := |k|. Montrer que la restrition de ψ à Symn(V ∗) est injetive si n < q.Remarques: Une fontion k-valuée sur V est dite polynomiale si elle est dans l'image de ψ. Si
x1, ..., xn est une k-base de V ∗, f ∈ kV est polynomiale si, et seulement si, 'est un polyn�me enles xi. Cette propriété est en partiulier indépendante de la base hoisie de V ∗.Exerie 8 Soient k un anneau ommutatif, V un k-module libre de rang �ni n. Enonsidérant l'appliation anonique (la préiser)

Λn−1(V ) ⊗k V → Λn(V ),montrer que si M ∈ Mn(k), Mco(M)t = det(M).1.Exerie 9 (Prinipe du prolongement des identités algébriques)(a) Montrer que ∀n ∈ N, il existe un morphisme d'anneaux injetif Z[X1, ...., Xn] → C.(b) Montrer que si k est un anneau ommutatif, V un k-module libre de rang n et
u ∈ Endk(V ), alors :

det(u− T.1) =

n∑

i=0

(−1)n−itr(Λi(u))T i.On le montrera d'abord pour k = C et u diagonalisable, puis on en déduira le as généralpar le (a).() Redémontrer le résultat de l'exerie préédent de ette manière.
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18 2. THÉORIE DE GALOIST.D. no 4 du ours d'Algèbre II 15 Mars 2004Par défaut, p désignera toujours un nombre premier et q une puissane de p.Exerie 1(a) Réaliser F4, F8, F9 et F25 omme orps de rupture de polyn�mes expliites.(b) Montrer par rédutions modulo p que X4 + X2 + X + 1, X5 + 3X + 1 et X4 + 1sont irrédutibles dans Z[X].Exerie 2 Donner la struture des groupes additif et multipliatif de Fq.Exerie 3 (Symbole quadratique de 2) Soit p premier impair, on va montrer dans equi suit que (2
p
) = (−1)

p2
−1
8 .(a) Montrer que Fp2 ontient une raine huitième primitive de l'unité, disons ω. Véri�er1que (ω + ω−1)2 = 2.(b) En déduire 2 est un arré dans F∗

p si, et seulement si, p ≡ ±1 mod 8.Exerie 4 Soit G le sous-groupe de AutC−alg(C(T )) engendré par les deux automor-phismes T 7→ T−1 et T 7→ jT , j := e2iπ/3.(a) Montrer que G est isomorphe à S3.(b) Montrer que C(T )G = C(T 3 + T−3).Indiation: Caluler tout d'abord le degré de C(T ) sur C(T 3 + T−3).Exerie 5 Soient k un orps, P ∈ k[X] un polyn�me irrédutible de degré n et K unorps de déomposition de P sur k.(a) Montrer que n | [K : k] |n!.(b) Montrer que n = [K : k] si, et seulement si, K est un orps de rupture de P .Exerie 6* Soient p > 2, et a, b ∈ F∗
q. Montrer que l'équation ax2 + by2 = 1 a q− (−ab

q
)solutions dans (Fq)2.Indiation: On pourra2 résoudre d'abord l'équation dans Fq2 , puis herher elles qui sont dans

Fq.Exerie 7 (Polyn�mes sur des orps �nis : en vra)1Noter l'analogie ave le as omplexe.2Une autre méthode est de montrer, par dénombrement, qu'il y a au moins une solution, puis d'endéduire par la méthode des ordes qu'il y a q+1 solutions dans P2(Fq) à la onique projetive aX2+bY 2 =
Z2. Conlure. En fait, toute forme quadratique non dégénérée sur F3

q est équivalente à une de la formepréédente, de sorte que toute onique non dégénérée dans P2(Fq) a exatement q+1 points. Sous e pointde vue, le terme "orretif" −1 + (−ab
q ) apparaissant dans l'énoné orrespond exatement au nombre depoints à l'in�ni, i.e. aux solutions dans P1(Fq) de aX2 + bY 2 = 0.



2. THÉORIE DE GALOIS 19(a) Soit P ∈ Fq[X] de degré d, montrer que P est irrédutible si, et seulement si, P n'apas de raine dans Fqn si n ≤ d/2, ou enore si, et seulement si, P est premier à Xqn −Xsi n ≤ d/2.(b) Montrer que Fqn se plonge omme Fq-algèbre dans Fqm si, et seulement si, n|m.() Montrer que si P ∈ Fq[X] est irrédutible, de degré d, alors il reste irrédutible dans
Fqn pour (d, n) = 1.(d) Montrer que tout polyn�me irrédutible P ∈ Fq[X] de degré n est sindé dans Fqn .(e) Soient P ∈ Fq[X] polyn�me irrédutible, n ∈ N. Montrer que P se déompose dans
Fqn[X] omme un produit de polyn�mes irrédutibles, deux à deux distints, de mêmedegré.(f) Montrer qu'il existe un isomorphisme de Fq-algèbres :

Fqn ⊗Fq
Fqm ≃

(
Fqppcm(n,m)

)pgcd(n,m)(g) Montrer que pour tout entier n, il existe un polyn�me irrédutible de degré n dans
Fq[X].Exerie 8 (Rédution modulo p des polyn�mes ylotomiques) Soient n ≥ 1 un entieret ϕn ∈ Z[X] le nieme polyn�me ylotomique. On �xe k un orps tel que n.1 ∈ k est nonnul.(a) Montrer que les images de Xn − 1 et de ϕn(X) dans k[X] sont séparables.(b) En déduire que l'ensemble des raines de ϕn dans k est exatement l'ensemble desraines primitives niemes de l'unité dans k, i.e. {x ∈ k∗, xn = 1, xd 6= 1 ∀ d|n}.(∗) On suppose k = Fq. Montrer que ϕn = P1...Pg ∈ Fq[X] où les Pi sont des irré-dutibles de Fq[X] deux à deux distints et de même degré d, où d est l'ordre de q dans
(Z/nZ)∗.Indiation: On regroupera les raines de ϕn dans Fq par orbites sous l'ation du Frobenius x 7→ xq.Le () a quelques onséquenes importantes.(d) En déduire une CNS pour que ϕn soit irrédutible. Véri�er qu'il faut en partiulierque (Z/nZ)∗ soit un groupe ylique, et que ela implique que n est une puissane d'unnombre premier impair.(e) En déduire aussi l'existene d'un polyn�me irrédutible de tout degré sur Fq[X].(f) En déduire en�n qu'il existe une in�nité de nombres premiers ≡ 1 mod n.Exerie 9* (Une onstrution de Fp par la aratéristique 0) Soit A le sous-anneau de
C engendré par les toutes les raines de l'unité, et p un nombre premier.(a∗) Montrer que pA est un idéal strit de A, puis qu'il existe un idéal maximal P de
A ontenant p.Indiation: Montrer que si n et m sont des entiers > 1, alors 1/n /∈ Z[e2iπ/m].(b) Montrer que A/P est une l�ture algébrique de Fp.



20 2. THÉORIE DE GALOISExerie 10* Si n ≥ 1, on pose un = (1 +
√

2)n + (1 −
√

2)n ∈ Z. Soit p premier.(a) Montrer que si p ≡ −1, 3 mod 8, alors p divise un des termes de la suite (un).(b) Montrer que si p ≡ 5 mod 8, p ne divise auun des termes de la suite (un).Remarques: On pourra raisonner dans Fp2 . Les p ≡ 1 mod 8 ont un omportement plus omplexe.Exerie 11* Soit P ∈ Z[X].(a) Montrer qu'il existe une in�nité de nombres premiers p tels que P mod p ∈ Fp[X]ait une raine dans Fp.Indiation: Traiter d'abord le as P (0) = ±1, puis s'y ramener.(b) Véri�er que X4 + 1 est rédutible modulo p pour tout p, bien qu'irrédutible dans
Z[X].Les deux questions suivantes sont plus déliates.() Soit A ⊂ C un sous-anneau, de type �ni omme groupe abélien. Montrer que toutélément de A est annulé par un polyn�me unitaire dans Z[X], puis que le polyn�me minimalunitaire de haque élément de A est dans Z[X].(d∗) Montrer qu'il existe une in�nité de p tels que P mod p est sindé dans Fp[X].Indiation: On se ramène d'abord au as P unitaire. Soient x1, ..., xn les raines omplexes de P ,
A le sous-anneau Z[x1, ..., xn] de C, il est de type �ni omme groupe abélien. Déduire du théorèmede l'élément primitif l'existene d'un entier N ≥ 1 tel que A[1/N ] est engendré par un uniqueélément x ∈ A omme Z[1/N ]-algèbre. Appliquer (a) au polyn�me minimal de x, pour en déduiredes morphismes d'anneaux A→ Fp pour une in�nité de premiers p. Conlure3.On termine par des appliations.(i) (Petit théorème de Dirihlet) Soit n ≥ 1, montrer qu'il y a une in�nité de nombrespremiers ongrus à 1 modulo n.(ii) Montrer qu'il y a une in�nité de nombres premiers qui sont ongrus à 1 mod 19 ettels que 7 est un ube modulo p, et que 13 est un arré modulo p.Indiation: Pour le i), onsidérer P = Xn − 1.Remarques: Il est onnu que si P ∈ Z[X] est irrédutible de degré > 1, il existe une in�nité depremiers p tels que P n'admet pas de raine modulo p (onséquene du thm. de Cebotarev).Dans les exeries qui suivent, on donne une preuve de la loi de réiproité quadratiqueutilisant des orps �nis. Soit p un nombre premier impair. On rappelle que si a ∈ F∗

p,on pose (a
p
) = +1 si a est un arré modulo p, (a

p
) = −1 sinon. De plus (0

p
) := 0. Il est3L'argument montre plus généralement que si A ⊂ C est un sous-anneau, de type �ni omme groupeabélien, alors il existe un morphisme d'anneaux A→ Fp pour une in�nité de p.



2. THÉORIE DE GALOIS 21élémentaire 4 de véri�er que (a
p
) = a

p−1
2 et que les arrés forment un sous-groupe d'indie

2 dans F∗
p. En partiulier, on a (a

p
)( b
p
) = (ab

p
) pour tous a et b dans Fp.Exerie 12 En imitant la méthode de l'exerie 5, aluler (a

p
) pour a = −1, −3, 5 et

−7.Pour généraliser ette approhe à tout nombre premier q > 2, il faut réussir à expri-mer √
q omme ombinaison de raines de l'unité. Un ingrédient essentiel pour ela estl'introdution des sommes (quadratiques) de Gauss5. On note F une l�ture algébrique de

Fp.Exerie 13 Soit q > 2 premier distint de p, ω 6= 1 ∈ F tel que ωq = 1. On onsidère lasomme de Gauss :
g :=

∑

a∈Fq

(
a

q
)ωa ∈ F(a) Montrer que gp = (p

q
)g, puis que g =

∑
a∈Fq

ωa
2.(b) Caluler pour tout a ∈ Fq, le nombre de ouples (x, y) ∈ (Fq)2 solutions de l'équation

y2 + x2 = a (f. ex. 6), en déduire g2 = (−1
q

)q.() En déduire que (−1
q

)q est un arré modulo p si, et seulement si, p est un arré modulo
q. Autrement dit,

(
p

q
)(
q

p
) = (−1)

(p−1)(q−1)
4(d) S'assurer de l'utilité de ette loi, en alulant par exemple (257

263
) et ( 23

1709
).

4Si x ∈ F∗
p, x est toujours le arré d'un élément de Fp2 , i.e. x = a2 ave a ∈ F∗

p2 . Ainsi, si x est unarré dans Fp, on a ap = a, et dans le as onstraire on a néessairement ap = −a, ar a2 ∈ Fp. Si p 6= 2,on a Xp−1 − 1 =
∏

x∈F∗

p

(X − x) = (X
p−1

2 − 1)(X
p−1

2 + 1), et il vient que les arrés de F∗
p sont exatementles raines de X p−1

2 − 1, et les non-arrés elles de X p−1

2 + 1, e qui onlut.5D'après Weil, elles auraient en fait été introduites par Lagrange.



22 2. THÉORIE DE GALOIST.D. no 5 du ours d'Algèbre II 22 Mars 2004Exerie 1 Soit K/k une extension de degré 2, ave char(k) 6= 2.(a) Montrer qu'il existe x ∈ K\k tel que x2 ∈ k, puis que K = k[x]. Véri�er que x estuniquement déterminé, à multipliation par un élément de k∗ près.(b) Montrer que K/k est galoisienne, et que si Gal(K/k) = 〈σ〉, alors σ(a+bx) = a−bx.() Véri�er que F4/F2 est séparable, mais pas de la forme F2[x] ave x2 ∈ F2.(d) Donner un exemple d'extension K/Q non normale de degré 3.Exerie 2 Montrer que les sous-orps de C suivants sont des extensions galoisiennes de
Q et déterminer leur groupe de Galois :

Q(
√

11), Q(
√

2,
√

3), Q(e2iπ/5), Q(e2iπ/7), Q(cos(2π/7)), Q(
3
√

5, j), Q(
4
√

2, i)Lister leurs sous-orps et leurs éléments primitifs.Exerie 3 (Le théorème de d'Alembert-Gauss) Soit K une extension algébrique de R,on veut montrer que K = R ou C.(a) Supposons K/R galoisienne �nie, montrer l'existene d'une tour d'extensions
R ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ ... ⊂ Kn = Ktelle que [K1 : R] est impair, et si i ∈ {1, . . . , n− 1}, [Ki+1 : Ki] = 2.(b) Conlure.Exerie 4(a) Soit K := Q(

√
1 +

√
2) ⊂ C. Montrer que K/Q est de degré 4, puis qu'elle n'estpas normale, bien que K/Q(
√

2) et Q(
√

2)/Q le sont.Indiation: Considérer σ ∈ HomQ(K,C) prolongeant l'élément non trivial de HomQ(Q(
√

2),C).(b) Soient d ∈ Z, non nul, sans fateur arré, et a, b ∈ Z. Montrer que Q(
√
a+ b

√
d)est une extension galoisienne de Q si, et seulement si, a2 − db2 = c2 ou dc2, ave c ∈ Z.() Montrer que Q(

√
2 +

√
2) et Q(

√
9
7

+ 4
7

√
2) sont des extensions galoisiennes de Qde groupes de Galois respetifs Z/4Z et Z/2Z × Z/2Z.Exerie 5** Trouver une extension galoisienne de Q de groupe de Galois le grouped'ordre 8 des quaternions.Indiation: (Dedekind) Essayer Q

(√
(2 +

√
2)(3 +

√
6)

).Exerie 6 Soient p1, . . . , pr des nombres premiers deux à deux distints, on pose
Kr := Q(

√
p1, . . . ,

√
pr).(a) En raisonnant par réurrene sur r, aluler dimQ(Kr) et dérire HomQ(Kr,C).



2. THÉORIE DE GALOIS 23(b) Montrer que √
p1 + · · · + √

pr n'est pas un entier.Exerie 7 Soient λ ∈ C∗ et µ ∈ C\{0, 1}.(a) Montrer que C(X)(
√
X(X − λ)) est isomorphe à C(T ) omme C-algèbre.(b∗) Soient A, B ∈ C[T ] tels que (A,B) = 1. On suppose que A, B, A +B et A + µBsont des arrés dans C[T ]. Montrer que A, B ∈ C.() En déduire que y2 = x(x−1)(x−µ) n'admet de pas de solution (x, y) non onstantedans C(T )2, puis que C(X)(
√
X(X − 1)(X − µ)) n'est pas isomorphe à C(T ) omme C-algèbre.Exerie 8 Soit G un sous-groupe de PGL2(Fq) = AutFq−alg(Fq(T )). Trouver un f ∈

Fq(T ) tel que Fq(T )G = Fq(f) dans les as suivants :(a) G est le sous-groupe des matries diagonales, puis elui des matries unipotentes(resp. triangulaires) supérieures.(b∗) G = PGL2(Fq).Exerie 9 Soient n ≥ 1, an + bn
√

2 := (1 +
√

2)n, an, bn ∈ Z. Montrer que (an, bn) = 1.Exerie 10 Soient k un orps, P ∈ k[X] un polyn�me séparable de degré n et K unorps de déomposition de P sur k.(a) Montrer que [K : k] divise n!.(b) Montrer que [K : k] = n! (resp. n!
2
) si, et seulement si, Gal(K/k) ≃ Sn (resp. An).Exerie 11 (Équations ubiques) Soient k un orps, P ∈ k[X] un polyn�me irrédutibleséparable de degré 3, K un orps de déomposition de P , G le groupe de Galois de K/k,

x1, x2, x3 les trois raines de P dans K, et δ =
∏

1≤i<j≤3(xi − xj) ∈ K.(a) Montrer que δ2 ∈ k∗.(b) Déterminer G suivant que δ est dans k ou non. Si P = X3 + aX + b, disuter enfontion de −4a3 − 27b2.Exerie 12 (Déomposition de Dunford) Soient K un orps parfait et K une l�turealgébrique de K.(a) Montrer que toute matrie M ∈ Mn(K) s'érit de manière unique sous la forme
D + N où D et N ∈ Mn(K) ommutent, N est nilpotente, et D est diagonalisable dans
Mn(K).(b) Si K n'est pas parfait, montrer que ela vaut enore si, et seulement si, n < charK.



24 2. THÉORIE DE GALOIST.D. no 6 du ours d'Algèbre II 29 Mars 2004Exerie 1 Soit K := Q(cos(2π/7)) ⊂ R.(a) Montrer que K/Q est une extension galoisienne ylique de degré 3.(b) Véri�er que K ne ontient pas de raine de l'unité di�érente de ±1.() Véri�er que K/Q est résoluble par radiaux, mais que K n'est pas de la forme Q(x)ave xn ∈ Q et n ∈ N. Érire cos(2π/7) omme somme de radiaux de rationnels.Exerie 2 Soient p, q des indéterminées, j := e2iπ/3, P := X3 + pX + q ∈ Q(p, q)[X] et
K un orps de déomposition de P sur Q(p, q, j).(a) Montrer que Gal(K/Q(p, q, j)) ≃ S3, et que P est résoluble par radiaux sur Q(p, q).Indiation: Soient xi les 3 raines de P dans K, δ :=

∏
i<j(xi−xj) ∈ K. On a δ2 = −4p3 −27q2.(b) Exprimer expliitement les raines de P omme somme de radiaux emboîtés etretrouver les formules de Cardan.Exerie 3 Soit P := X4 + 4X3 + 12X2 + 24X + 24 ∈ Q[X], on notera x1, . . . , x4 ses 4raines distintes dans C (justi�er), K := Q(x1, . . . , x4).(a) Montrer que P est irrédutible dans Q[X] et que son groupe de Galois est unsous-groupe transitif de A4.Données: La rédution modulo 5 de P est (X3 + 2X + 1)(X + 4). De plus ∏

i<j(xi − xj)
2 =

331776 = 21234.(b) On pose Q := (X − y1)(X − y2)(X − y3) ave y1 = x1x2 + x3x4, y2 = x2x3 + x1x4et y3 = x3x1 + x2x4 ∈ K. Montrer que Q ∈ Q[X] et expliquer omment vous feriez pouraluler ses oe�ients. Un alul montrerait en fait que Q = X3 − 12X2 + 192.() Montrer que Q est irrédutible dans Q[X], puis que Gal(K/Q) ≃ A4.(d) Soit L := Q(y1, y2, y3) ⊂ K. Montrer que L/Q est galoisienne ylique de degré 3,que 'est l'unique sous-orps d'ordre 3 de Q(e2iπ/9), i.e. Q(cos(2π/9)), et que
{y1, y2, y3} = {4 + 2 cos(2π/9), 4 + 2 cos(8π/9), 4 + 2 cos(6π/9)}.Données: Si z := y1 + jy2 + j2y3 ∈ L(j), alors z3 = 1728.j = 123.j, ave j3 = 1.(e) Donner une ériture de xi omme somme de radiaux emboîtés de rationnels.Exerie 4 (Le polyg�ne régulier à 17 �tes)(a) Montrer que cos(2π/17) est une somme de raines arrées emboitées de nombresrationnels et l'érire expliitement omme tel.(b) En déduire que le polygone régulier à 17 �tés est onstrutible à la règle et auompas (Gauss).Exerie 5 Soit p un nombre premier.



2. THÉORIE DE GALOIS 25(a) Montrer qu'un p-yle et une transposition engendrent Sp.(b) En déduire le groupe de Galois sur Q du polyn�me X5 − 4X + 2 ∈ Q[X].() Soit Rn[X] ⊂ R[X] l'espae des polyn�mes de degré ≤ n, muni de sa topologied'espae vetoriel normé. Montrer que l'ensemble des polyn�mes P ∈ Q[X] ∩ Rn[X] quisont irrédutibles dans Q[X] est dense dans Rn[X].Indiation: Si P ∈ Z[X] et l est un nombre premier assez grand, on pourra par example remarquer
l.P + 1 est irrédutible dans Z[X] en appliquant onvenablement le ritère d'Eisenstein6.(d) En déduire qu'il existe une extension galoisienne de Q de groupe de Galois Sp (donnon résoluble si p > 3).Exerie 6 Soient p un nombre premier, a ∈ Q∗ qui n'est pas une puissane pieme dans
Q, K := Q(e2iπ/p, p

√
a).(a) Montrer que les extensions K/Q, K/Q( p

√
a), Q(e2iπ/p)/Q et K/Q(e2iπ/p) sont galoi-siennes, mais pas Q( p

√
a)/Q si p 6= 2.(b) Montrer que Xp − a est irrédutible dans Q[X], en déduire [K : Q].() Déterminer Gal(K/Q(e2iπ/p)) et Gal(K/Q( p

√
a)).(d) Montrer que Gal(K/Q) est isomorphe au produit semi-diret de (Z/pZ)∗ par Z/pZ,pour l'ation anonique (Z/pZ)∗

∼→ Autgr(Z/pZ).Exerie 7 Si n ≥ 1 est un entier, on pose Kn := Q(e2iπ/n) ⊂ C.(a) Montrer que Kn/Q est galoisienne de groupe de Galois anoniquement isomorpheà (Z/nZ)∗.(b) Déduire du petit théorème de Dirihlet que tout groupe abélien �ni est le groupede Galois d'une extension abélienne de Q.() On suppose (m,n) = 1. Montrer que KmKn = Kmn et Km ∩Kn = Q.(d) Soit G un groupe abélien �ni. Montrer qu'il existe une in�nité d'extensions galoi-siennes de Q de groupe de Galois G deux à deux linéairement disjointes.(e) En déduire que toute extension �nie de Q admet une extension galoisienne �nie degroupe de Galois G.Exerie 8*(a) Soient n ≤ m des entiers tels que Q(cos(2π/n)) = Q(cos(2π/m)). Montrer que soite orps est Q, i.e. n, m est dans ±{1, 2, 3, 4, 6}, soit m = n, soit n est impair et m = 2n.(b) Soient r, r′ ∈ Q tels que 2 cos(2πr) = 1+cos(2πr′). Montrer que cos(2πr) ∈ {0, 1}.Exerie 9** (Luy et Lily) Soit P ⊂ C un polyg�ne régulier à 5 �tés dont je marquela position initiale sur le plan. Vous fermez les yeux pendant que je fais subir à P une suite6Il y a bien sûr d'autres méthodes pour résoudre et exerie, par exemple en approhant P parpolyn�me Q ∈ Z[1/N ][X ] qui est irrédutible modulo un nombre premier p ne divisant pas N (pourquoi ?).



26 2. THÉORIE DE GALOIS�nie de re�exions axiales, haune ayant pour axe un �té de P . Arriverez-vous à ramener
P à sa position initiale uniquement par des re�exions axiales omme i-dessus ?Exerie 10 Soit k := C((T )) := {∑n≥n0

anT
n, an ∈ C, n0 ∈ Z} le orps des sériesformelles de Laurent à oe�ients omplexes.(a) Montrer que pour tout entier n, k admet une unique extension ylique kn/k dedegré n, qui est le orps de rupture de Xn − T (i.e. kn = C((T 1/n))).(b) Montrer que toute extension �nie de k résoluble par radiaux est ylique.() Montrer que l'équation x3 − Tx+ T = 0 admet trois solutions dans C((T 1/3)).Remarques: On pourrait démontrer que toute extension �nie de k est galoisienne ylique, puisque pour tout n, kn/k est l'unique extension de degré n de k (théorème de Puiseux).Exerie 11* Soient k un orps, p un nombre premier, et a ∈ k∗ un élément qui n'estpas une puissane pieme dans k. Si p = 2, on suppose de plus que a n'est pas de la forme

−4x4, x ∈ k. Montrer que pour tout r ≥ 1, Xpr − a est irrédutible dans k[X].Indiation: On pourra ommener raisonner par réurrene sur r et utiliser la norme.Problème (théorème d'Artin) Soient k un orps7, K une l�ture algébrique de k. Onsuppose que K/k est �nie, on va montrer que [K : k] ≤ 2.(a∗) On suppose que −1 est un arré dans k, montrer que K = k.Indiation: On pourra se ramener au as K/k de degré premier et utiliser l'exerie préédent.On suppose dorénavant que −1 n'est pas un arré dans k.(b) Montrer que K = k(
√
−1), et en partiulier que [K : k] = 2.() Montrer que la relation binaire sur k dé�nie par
x ≤ y ⇔ ∃z ∈ k, y − x = z2est une relation d'ordre total, telle que ∀x ∈ k∗, x > 0 ou −x > 0. Véri�er que char(k) = 0et que l'ordre induit sur Q est l'ordre usuel.(d) Soient a, b ∈ k, P ∈ k[X], montrer que si P (a) < 0 et P (b) > 0, alors il existe centre a et b tel que P (c) = 0 (ette question ne sera pas utilisée dans la suite).On termine par une appliation au groupe de Galois de Q sur Q.(e) Montrer que si k/Q est algébrique, alors (k,≤) est arhimédien, i.e.

∀x ∈ k, ∃n ∈ N, x < nIndiation: On pourra introduire, pour x ∈ k, |x| := sup{x,−x} ∈ k.(f) En déduire l'existene d'un morphisme de orps roissant k → R, puis que emorphisme induit un isomorphisme k ≃ R ∩ Q.(g) Montrer que tout sous-groupe �ni non trivial de Gal(Q/Q) est d'ordre 2, et qu'ilest engendré par un élément onjugué à la onjugaison omplexe (théorème d'Artin).7On pourra supposer que k est de aratéristique nulle en première approhe.



2. THÉORIE DE GALOIS 27T.D. no 7 du ours d'Algèbre II 5 Avril 2004Exerie 1 (Le disriminant) Soient k un orps, P ∈ k[X], K un orps de déompositionde P sur k, X := {x1, ..., xn} l'ensemble des raines de P dans K. On pose
δ(P ) :=

∏

i<j

(xi − xj) ∈ K, dis(P ) := δ(P )2(a) Montrer que dis(P ) ∈ k, et qu'il est non nul si, et seulement si, P est séparable.(b) On suppose P séparable. Montrer que l'image du morphisme anonique Gal(K/k) →
S(X) tombe dans le groupe alterné si, et seulement si, dis(P ) est un arré dans k.() On suppose k = Fra(A), A un anneau intègre, et P ∈ A[X] unitaire. Montrer quedis(P ) ∈ A, puis que si Q est un idéal premier de A, l'image de dis(P ) dans A/Q estégale à dis(P ), où P := P mod Q ∈ (A/Q)[X].(d) En onlure que si P est un polyn�me unitaire de Z[X] :i) dis(P ) ∈ Z,ii) P ∈ Fp[X] est séparable si, et seulement si, p se divise pas dis(P ),iii) si P est séparable dans Q[X], alors P est séparable dans Fp[X] pour tout p sauféventuellement un nombre �ni.8Exerie 2 Pour haque polyn�me P ∈ Q[X] suivant, aluler par rédutions modulo ple groupe de Galois d'un orps de déomposition sur Q de P .(a) X3 −X + 1, X3 − 7X + 7(b) X4 + 25X3 + 5X2 + 25X − 19, X4 + 4X3 + 12X2 + 24X + 24() X5 +X + 3, X5 +X4 + 5X3 + 5X2 + 5X + 4Indiation: Pour (b)1, véri�er que 1 +X +X2 +X3 +X4 n'a pas de raine dans F4, puis qu'ilest irrédutible dans F2[X].Données: Le disriminant de (b)2 vaut 331776 = 21234 et sa rédution modulo 5 est (X3 + 2X +

1)(X + 4). Le polyn�me ()1 est irrédutible modulo 7. Le polyn�me ()2 est irrédutible modulo
5 et vaut (X3 − 2)(X − 1)(X + 2) modulo 7.Exerie 3(a) Montrer que A5 n'a pas de sous-groupe strit d'indie ≤ 4.Indiation: On pourra onsidérer l'ation par translation sur les lasses à gauhe d'un tel sous-groupe.(b) Soit G un sous-groupe de A5 agissant transitivement sur l'ensemble {1, 2, 3, 4, 5}.Montrer que G est l'un des sous-groupes suivants :i) le groupe ylique engendré par un 5-yle,ii) le normalisateur dans A5 du sous-groupe engendré par un 5-yle,8Si P ∈ Z[X ] est irrédutible dans Q[X ], un théorème de géométrie des nombres dû à Hermite montreque dis(P ) 6= ±1. Autrement dit, il existe toujours un premier p tel que P mod p soit non séparable.



28 2. THÉORIE DE GALOISiii) A5.Véri�er que les sous-groupes du type ii) sont isomorphes au groupe dihédral D5, quiest l'unique produit semi-diret non trivial de Z/2Z par Z/5Z.Soient P (X) = X5 − 5X + 12 ∈ Z[X], x1, x2, ..., x5 ses raines dans C et K :=
Q(x1, ..., x5) ⊂ C. On pourra utiliser les renseignements donnés plus bas pour répondreà la question suivante.() Montrer que P est irrédutible dans Q[X], que K/Q est une extension galoisienne,et déterminer son groupe de Galois.(d) Est-e que K/Q est résoluble par radiaux ?(e) Expliquer brièvement omment vous feriez pour véri�er haune des informationsdonnées i-dessous.Données :� X5 + 2X + 5 est irrédutible dans F7[X],� le disriminant de P , i.e. ∏

1≤i<j≤5(xi − xj)
2, vaut 21256,� Q(X) :=

∏
1≤i<j≤5(X − (xi + xj)) = (X5 − 5X3 − 10X2 + 30X − 36)(X5 + 5X3 + 10X2 +

10X + 4).Exerie 4(a) Soient d ≥ 1 un entier, p1, ..., ps des entiers premiers entre eux deux à deux et
Pi ∈ (Z/niZ)[X] un polyn�me unitaire de degré d, i = 1, . . . , s. Montrer qu'il existeun polyn�me P ∈ Z[X] irrédutible, unitaire de degré d, tel que pour haque i on ait
P ≡ Pi mod pi.(b) Pour tout entier n ≥ 1, montrer qu'il existe une extension galoisienne �nie de Q degroupe de Galois Sn.Indiation: Un n-yle, un n− 1 yle et une transposition engendrent toujours Sn.Exerie 5* Soient k un orps de aratéristique 6= 2, P := X4 + aX2 + b un polyn�meirrédutible de k[X], et K une orps de déomposition de P sur k. Montrer que K/k estgaloisienne, et que Gal(K/k) est isomorphe à :i) Z/4Z si, et seulement si, a2−4b

b
est un arré dans k,ii) (Z/2Z)2 si, et seulement si, b est un arré dans k.iii) D4, les isométries du arré, sinon.Indiation: On pourra introduire les raines ±α,±β de P dans K et onsidérer α/β−β/α et αβ.Exerie 6 (Équations de degré 4)(a) Montrer que tout sous-groupe transitif strit de S4 est l'un des groupes suivants :i) le sous-groupe alterné A4,ii) le sous-groupe de Klein V4 ≃ (Z/2Z)2, engendré par les doubles de transpositions,iii) un 2-Sylow de S4 (qui est isomorphe au groupe D4 des isométries d'un arré),iv) le groupe ylique engendré par un 4-yle.



2. THÉORIE DE GALOIS 29On fait agir S4 par automorphismes d'anneaux sur R := Z[X1, X2, X3, X4] de manièreusuelle, i.e. par permutations desXi. SiQ ∈ R, on noteD(Q) le sous-groupe de S4 omposédes éléments �xant Q.(b) Soit P := X1X2 + X3X4 ∈ R, montrer que D(P ) est un 2-Sylow de S4 et quel'orbite de P ∈ R sous S4 a trois éléments. On pose P ′ := (23).P et P ′′ := (24).P , véri�erque D(P ′) et D(P ′′) sont les stabilisateurs des deux autres 2-Sylow de S4.() On onsidère la résolvante : Q := (T −P )(T −P ′)(T −P ′′) ∈ R[T ]. Soient Σ0,...,Σ3les polyn�mes symétriques élémentaires9 en les Xi, véri�er ou admettre que :
Q(T ) = T 3 − Σ2T

2 + (Σ1Σ3 − 4Σ0)T − (Σ0(Σ
2
3 − 2Σ2) + Σ2

1 − 2Σ0Σ2)(d) Soit C = 〈(1234)〉 ⊂ D(P ′), montrer que C est exatement le sous-groupe de D(P ′)�xant le polyn�me X1X
2
2 +X2X

2
3 +X3X

2
4 +X4X

2
1 .Soient k un orps, P ∈ k[X] un polyn�me irrédutible, séparable, de degré 4, K le orpsde déomposition de P sur k, et x1, x2, x3, x4 ∈ K les raines de P dans K.(d) Montrer que dis(P ) = dis(Q), puis que Q(T )(x1, x2, x3, x4) ∈ k[T ] est séparable.(e) Montrer que Gal(K/k) est inlus dans un 2-Sylow de S4 si, et seulement si, lepolyn�me Q(T )(x1, x2, x3, x4) a une raine dans k.(f) Donner un algorithme pour aluler le groupe de Galois de P .(g) En déduire le groupe de Galois sur Q des polyn�mes suivants :

X4 + 2X2 + 2, X4 + 3X3 + 3X2 + 3X + 3.Données: Le seond vaut (X + 6)(X − 1)(X2 + 11X + 6) modulo 13.Formulaire : dis(X2 + aX + b) = a2 − 4bdis(X3 + aX + b) = −4a3 − 27b2dis(Xn + aX + b) = (n− 1)n−1(−1)
(n−1)(n−2)

2 an + nn(−1)
n(n−1)

2 bn−1dis(Xn − b) = nnbn−1(−1)
(n−1)(n−2)

2dis(X3 + aX2 + bX + c) = −27c2 + 18abc+ a2b2 − 4a3c− 4b3dis(X4 + aX2 + c) = 42c(−4c+ a2)2dis(X4 + aX2 + bX + c) = −33b4 + 28c4 − 4a3b2 + 24a4c− 27a2c2 + 3224acb2Exerie 7 Soient n ∈ N et k un orps ontenant une raine primitive nieme de l'unitéque l'on note ω. On pose
K := k({Xi}i∈Z/nZ), Yj :=

∑

i∈Z/nZ

ωijXi ∈ K,9On rappelle que ∏4
i=1(T −Xi) =

∑4
i=0(−1)4−iΣiT

i



30 2. THÉORIE DE GALOISet on onsidère l'ation de Z/nZ sur K dé�nie par m.Xi = Xi+m.(a) Montrer que K = k({Yj}j∈Z/nZ).(b) Montrer que KZ/nZ = k({YjY1

Yj+1
}j∈Z/nZ).Exerie 8* (Une preuve par la théorie de Galois du théorème de struture des polyn�messymétriques.) Soit n ≥ 1, pour 0 ≤ i ≤ n − 1, les Σi ∈ Z[X1, . . . , Xn] sont dé�nis par laformule

n∏

i=1

(X −Xi) = Xn +

n−1∑

i=0

(−1)n−iΣiX
i.Si A est un anneau intègre, on onsidèrera l'ation habituelle de Sn par permutations des

Xi sur l'anneau A[X1, . . . , Xn] et sur son orps de frations A(X1, . . . , Xn).(a) Montrer que Q(X1, . . . , Xn)
Sn = Q(Σ0, . . . ,Σn−1).(b) Montrer que les Σi sont algébriquement indépendants sur Q.Indiation: Véri�er par exemple que l'appliation Cn → C[X]≤n−1, x 7→ ∏n

i=1(X − xi) −Xn estun di�éomorphisme loal, don ouverte, en tout point x = (xi) tel que xi 6= xj si i 6= j. Celapourrait se déduire aussi diretement du (a) par un argument de di�érentielles algébriques : f.par exemple Lang - Algebra 3ed - VIII.�5.() Montrer que Q[X1, . . . , Xn]
Sn = Q[Σ0, . . . ,Σn−1].Indiation: On pourra remarquer qu'un élément de Q[X1, . . . ,Xn] est annulé par un polyn�meunitaire à oe�ients dans l'anneau Q[Σ0, . . . ,Σn−1], qui est fatoriel par (b), et utiliser (a).(d) En déduire de même que Z[X1, . . . , Xn]

Sn = Z[Σ0, . . . ,Σn−1].Exerie 9* Soit n ≥ 2 un entier. On onsidère l'ation usuelle de Sn sur A :=
Z[X1, . . . , Xn] et AQ := Q[X1, . . . , Xn], et on pose δ :=

∏
i<j(Xi −Xj). Véri�er que l'on a

δ2 ∈ ASn , p :=
∏

i<j(Xi +Xj) ∈ ASn , puis montrer que
AAn

Q = ASn

Q [δ], AAn = ASn [δ] + ASn
δ(δ − p)

2
.Exerie 10** On onsidère l'ation usuelle de S4 sur A := Q[X1, X2, X3, X4], etG ⊂ A4le sous-groupe à 4 éléments engendré par les doubles transpositions. Véri�er que :

AA4 [{s(P ), s ∈ A4}] ⊂ AG,où P := X1X2 +X3X4. A-t'on égalité ?



CHAPITRE 3Algèbre Commutative
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32 3. ALGÈBRE COMMUTATIVET.D. no 8 du ours d'Algèbre II 26 Avril 2004Hormis dans l'exerie 10, tous les anneaux onsidérés dans e TD sont supposés om-mutatifs unitaires.Exerie 1 Parmi es nombres algébriques sur Q, lesquels sont entiers sur Z ?
1

5
, 1 + 2i,

3 + 4i

5
,

1 +
√

3

2
,

1 +
√

5

2
, e2iπ/n, 2 cos(2π/n), cos(2π/n)Exerie 2 Montrer que Z[2i] et C[T 2, T 3] ne sont pas intégralement los.Exerie 3 Soient A un anneau intègre, intégralement los, de orps de frations K, et

L/K une extension �nie de K.(a) Montrer1 que x ∈ L est entier sur A si, et seulement si, le polyn�me minimal unitairede x est dans A[X].Indiation: Soient P le polyn�me minimal de x sur K et x1, . . . , xn ses raines dans une l�turealgébrique de L, montrer que les xi sont entiers sur A.Pour x ∈ L, on note mx : L → L le K-endomorphisme de multipliation par x, et
χx := det(T −mx) ∈ K[T ] son polyn�me aratéristique2.(b) Montrer que χx est une puissane du polyn�me minimal de x sur K.() En déduire que x est entier sur A si, et seulement si, χx ∈ A[X].Exerie 4(a) Montrer que Z[i

√
5] est intégralement los.(b) Montrer qu'il n'est pas fatoriel.Exerie 5 Dans les deux as suivants, en utilisant l'exerie 3 (), déterminer le sous-anneau formé des éléments de K entiers sur A.(a) K = Q(

√
d) où d ∈ Z est sans fateur arré, A = Z.(b) K = C(x,
√
P (x)), où P ∈ C[X] est sans fateur arré, A = C[X].Exerie 6* (L'analogue du théorème de l'élément primitif est faux sur Z) Soient Ki :=

Q(
√
−7), K2 = Q(

√
17), et K3 := K1K2. On note Ai le sous-anneau de Ki omposé deséléments entiers sur Z.(a) Montrer que l'anneau Ai/2Ai est isomorphe à F2 × F2 si i = 1, 2 (utiliser 5 (a)).1En première approhe, on pourra supposer que A est fatoriel, e qui est su�sant pour de nombreusesappliations.2Si χx = T n − a1T

n−1 + ...+ (−1)nan, alors a1 = tr(mx) ∈ K (resp. an := det(mx) ∈ K) est appelée
L/K-trae (resp. L/K norme) de x, on les note respetivement trL/K(x) et NL/K(x). Il est lair que
trL/K : L→ K est K-linéaire, et que NL/K induit un morphisme de groupes L∗ → K∗.



3. ALGÈBRE COMMUTATIVE 33(b) Pour i = 1, 2, montrer que le morphisme d'anneaux naturel ϕi : Ai/2Ai → A3/2A3est injetif, puis que Im(ϕ1) ∩ Im(ϕ2) = F2.1.() Soit B une F2-algèbre de dimension 4 sur F2 qui ontient au moins trois idempo-tents3, montrer que B est isomorphe à l'anneau produit (F2)
4.(d) En déduire que A3 n'est pas de la forme Z[x] ave x ∈ K.Remarques: On pourrait montrer ii que A3 est l'anneau engendré par A1 et A2. Cependant, siK1et K2 sont des extensions �nies de Q, l'inlusion AK1.AK2 ⊂ AK1K2 peut être strite en général.On peut montrer qu'il y a égalité si les disriminants des formes quadratiques (trKi/Q)|AKi

sontpremiers entre eux. C'est en fait e qui se produit dans et exerie (ils valent respetivement −7et 17).Exerie 7* Montrer que Z[ 3
√

2] est intégralement los.Indiation: Utiliser l'exerie 3.Exerie 8 Soient K/Q une extension �nie, OK ⊂ K le sous-anneau des éléments entierssur Z. Nous allons montrer que OK est noethérien, de groupe additif libre de rang [K : Q].Soit X := Homcorps(K,C), G := Gal(C/R) agit sur X par (c, ϕ) 7→ c ◦ ϕ. On note
σ1, . . . , σr1+r2 un système de représentants des orbites pour ette ation, de sorte que XG =
Homcorps(K,R) = {σ1, . . . , σr1}. On onsidère le morphisme d'anneaux

ϕ : K → V := Rr1 × Cr2 , z 7→ (σ1(z), . . . , σr1+r2(z)).(a) Si K = Q(i) ou Q(
√

2), véri�er que Γ := ϕ(OK) est un sous-groupe disret du
R-espae vetoriel V , tel que V/Γ est ompat (on dit que Γ est un réseau de V ).(b) Montrer que ϕ est injetif, et que le R-espae vetoriel engendré par ϕ(K) est égalà V .() Montrer que ϕ(OK) est un réseau de V .(d) Conlure.Remarques: En fait, on pourrait véri�er que la R-algèbre Rr1 × Cr2 est isomorphe à K ⊗Q R, desorte que l'on aurait pu onsidérer à la plae de ϕ le morphisme anonique K → K ⊗Q R.L'exerie suivant redonne une démonstration du résultat de l'exerie 8 dans un adreplus général.Exerie 9 Soient A un anneau intègre, noethérien et intégralement los, et L uneextension �nie séparable de K. On note B le sous-anneau de L des éléments entiers sur A.On veut montrer que B est un A-module de type �ni, et que 'est un anneau noethérien.Si x ∈ L, on note mx l'endomorphisme K-linéaire de L dé�ni par y 7→ xy. On pose
trL/K(x) := tr(mx) et χL/K(x) := det(T −mx) ∈ K[T ].(a) Montrer que tr : L × L −→ K, (x, y) 7→ trL/K(xy), est une forme bilinéaire symé-trique non dégénérée.3Un idempotent d'un anneau est un élément satisfaisant e2 = e.



34 3. ALGÈBRE COMMUTATIVE(b) Montrer que trL/K(B) ⊂ A.() Montrer que L possède une K-base onstituée d'éléments de B. Soit M le sous
A-module de L engendré par une telle base.(d) Montrer que M∗ := {x ∈ L, ∀m ∈ M, tr(xm) ∈ A} est un sous A-module de L detype �ni sur A, et que M ⊂ B ⊂M∗.(e) Conlure.Exerie 10 (Exemples de as "non ommutatifs" où les entiers ne forment pas unanneau)(a) Dérire les éléments de M2(Q) entiers sur Z. Montrer qu'ils ne forment pas unanneau, pas même un sous-groupe additif.(b) Montrer que M2(Z) est un sous-anneau maximal (pour l'inlusion) de M2(Q) om-posé d'éléments entiers sur Z. Montrer que tout autre sous-anneau d'entiers maximal de
M2(Q) est de la forme gM2(Z)g−1 pour un g ∈M2(Q).Soit HQ := Q + Qi + Qj + Qk l'algèbre des quaternions usuels sur Q (i.e. satisfaisant
i2 = −1, j2 = −1 et ij = −ji = k).(a') Montrer que dans HQ, les éléments entiers sur Z ne forment pas un sous-anneau,pas même un sous-groupe additif.(b'∗) Soit HZ := Z + Zi + Zj + Zk + Z1+i+j+k

2
⊂ HQ ("les quaternions de Hurwitz"),montrer que 'est un sous-anneau d'entiers maximal de HQ. Montrer que tout autre sous-anneau d'entiers maximal lui est onjugué (di�ile).La série d'exerie qui suit est un premier pas vers une ompréhension de la normalitéd'un point de vue géométrique.Exerie 11 (Loalisation de la normalité) Soient A un anneau intègre, K son orps defrations. Si m est un idéal premier de A, on pose

Am := {a/b, a ∈ A, b ∈ A\m} ⊂ K.(a) Montrer que Am est un sous-anneau de K ontenant A, de orps de frations K.(b) Montrer que Am est noethérien (resp. intégralement los) si A l'est.Indiation: On pourra remarquer que tout idéal I de Am est engendré par I ∩A.() Montrer que Am est loal d'idéal maximal mAm, et que mAm ∩ A = m.(d) Montrer que A =
⋂
m∈Max(A)Am, Max(A) désignant l'ensemble des idéaux maxi-maux de A.(e) En déduire que A intégralement los si, et seulement si, tous les Am, m ∈ Max(A),le sont.Exerie 12 (normalité des ourbes planes aux points lisses) Soient k un orps algébri-quement los, Q ∈ k[X, Y ] un polyn�me irrédutible, et C := {(x, y) ∈ k2, Q(x, y) = 0}.On onsidère l'anneau k[C] := k[X, Y ]/(Q).



3. ALGÈBRE COMMUTATIVE 35(a) Montrer que k[C] est un anneau intègre, noethérien.(b) Soit P ∈ C, véri�er que l'appliation k[C] → k, f 7→ f(P ) est bien dé�nie, et que'est un morphisme surjetif d'anneau.On note mP l'idéal maximal noyau (justi�er), véri�er que mP est engendré omme
k[C]-module par X et Y .() Montrer que tout idéal maximal de k[C] est de la forme mP pour un unique P ∈ C.Un point P = (x0, y0) ∈ C est dit lisse4 si ( ∂P

∂X
(x0, y0),

∂P
∂Y

(x0, y0)) 6= (0, 0).(d) Montrer que si P est lisse, mPk[C]mP
est un idéal prinipal de k[C]mP

et k[C]mPest prinipal. En partiulier, k[C]mP
est intégralement los.Indiation: Utiliser le résultat de l'exerie 14 (b).(e) Conlure que si C est lisse5, alors k[C] est un anneau intégralement los.(f) (Exemple) Soient P ∈ k[X] à raines distintes, n ≥ 1 un entier inversible dans k,montrer que k[X, Y ]/(Y n − P (X)) est un anneau intégralement los.Remarques: Il se trouve que les réiproques de (f) et (g) sont aussi vraies, e qui fournit un ritèregéométrique de normalité dans le as des anneaux de ourbes planes.Exerie 13 (Deux exemples) Soit k un orps algébriquement los de aratéristique

6= 2, 3.(a) Montrer que A := k[T 2, T 3] est isomorphe omme k-algèbre à k[X, Y ]/(X3 − Y 2).(b) Véri�er que la ourbe plane x3 = y2 est lisse hors du "usp" (0, 0).() En déduire que tous les AmP
sont intégralement los, sauf Am(0,0)

qui ne l'est pas.(d) Soit B := k[X, Y ]/(Y 2 − X3 − X). Montrer que B est intégralement los, et que
Bm est prinipal pour tout idéal maximal m.(e∗) Véri�er ependant que l'idéal maximal m(0,0) de B n'est pas prinipal6.Indiation: On pourra remarquer que si m(0,0) = (f), f ∈ k[X,Y ], alors f = 0 ne renontre laourbe y2 = x3 − x qu'en (0, 0).Exerie 14 (Critères de prinipalité) Soit A un anneau intègre, noethérien.(a) Si tout idéal maximal de A est prinipal, montrer que A est prinipal.(b) Supposons A loal d'idéal maximal m. Montrer que A est prinipal si, et seulementsi, m/m2 est de dimension 1 vu omme A/m espae vetoriel.Indiation: Utiliser le lemme de Nakayama.4Si k = C et C est lisse en P , alors le théorème des fontions impliites appliqué à l'une des oordonnées
x ou y montre que C admet une paramétrisation holomorphe au voisinage de P . On pourrait voir queela permet de dé�nir une struture de variété omplexe de dimension 1 sur Clisse. Il n'est pas di�ile demontrer qu'il n'y a au plus qu'un nombre �ni de points non lisse dans C. Il est par ontre relativementdi�ile de montrer que l'irrédutibilité de Q(X,Y ) entraîne que C est onnexe par ar.5I.e. si tous les points de C sont lisses.6En fait auun idéal maximal de B n'est prinipal.



36 3. ALGÈBRE COMMUTATIVET.D. no 9 du ours d'Algèbre II 5 et 12 Mai 2004
Exerie 1 Soient k un orps algébriquement los, P ∈ k[X1, . . . , Xn] un polyn�meirrédutible.(a) Montrer que si Q ∈ k[X1, . . . , Xn] s'annule sur les zéros de P dans kn, alors7 Pdivise Q dans k[X1, . . . , Xn].On �xe maintenant P, Q ∈ k[X, Y ] ave P irrédutible et Q non divisible par P .(b) Montrer qu'il existe A, B ∈ k[X, Y ] et C ∈ k[X]\{0} tels que AP +BQ = C.() En déduire que les ourbes planes V (P ) et V (Q) ne s'intersetent qu'en un nombre�ni de points, et retrouver (a) dans le as n = 2 sans utiliser le Nullstellensatz.(d) Montrer que la topologie de Zariski sur une ourbe plane V (P ) ⊂ k2 est l'uniquetopologie dont les fermés strits sont les ensembles �nis8.Exerie 2 Soient k un orps et P un idéal premier non nul de k[X, Y ]. Montrer quesoit P est prinipal engendré par un polyn�me irrédutible, soit P est maximal 9.Indiation: Utiliser l'exerie 1 (b).Exerie 3 Soit k un orps algébriquement los. Soit a, b, c et d la k-base usuelle de
Homk(M2(k), k) ; elle identi�e les fontions polynomiales sur M2(k) à k[a, b, c, d]. On pose

N :=

(
a b
c d

)
∈ M2(k[a, b, c, d]),et pour n ≥ 2 on onsidère l'idéal In de k[a, b, c, d] engendré par les quatre oe�ients dela matrie Nn. On pose de plus I1 := (a + d, ad− bc) ⊂ k[a, b, c, d].(a) Montrer que V (In) ⊂ M2(k) est indépendant de n ≥ 1, et le dérire.(b) Montrer que I1 est premier, puis que pour tout n ≥ 1 on a √

In = I1.() Montrer que si n ≥ 1, In+1 ( In. En partiulier, In n'est pas radial si n > 1.Indiation: Pour montrer que l'inlusion est strite, on pourra onsidérer des solutions aux sys-tèmes polynomiaux en question dans des anneaux de la forme k[t]/(tr).7Si k n'est pas algébriquement los, e résultat n'est pas toujours vrai, ar le lieu des zéros de P peutêtre vide omme le montre l'exemple de k = R, P = X2 + Y 2 + 1.8En partiulier, ette topologie est très faible : deux ourbes planes quelonques sont homéomorphes...9La dimension (de Krull) d'un anneau A est le sup. des entiers n tels qu'il existe une haine d'idéauxpremiers P0 ( P1 ( · · · ( Pn ( A. Cet exerie montre que k[X,Y ] est de dimension 2 si k est un orps.On montrerait failement que les orps sont de dimension nulle, les anneaux prinipaux de dimension 1,et que k[X1, . . . , Xn] de dimension ≥ n si k est un orps. Cette dernière inégalité est en fait toujours uneégalité, mais ça n'est pas évident.



3. ALGÈBRE COMMUTATIVE 37Exerie 4 (Espaes noethériens) Soit X un espae topologique10. On dit que X estirrédutible s'il n'est pas réunion de deux de ses fermés strits. On dit qu'il est noethériensi toute suite déroissante de fermés de X stationne.(a) Montrer les équivalenes :i) X est irrédutible,ii) tout ouvert de X est dense.iii) tout ouvert de X est onnexe,Véri�er de plus qu'un ouvert d'un espae irrédutible est enore irrédutible, que l'adhé-rene d'une partie irrédutible de X est enore irrédutible, et que l'image d'un irrédutiblepar une appliation ontinue est aussi irrédutible.(b) Montrer que X est noethérien si, et seulement si, tout ensemble non vide de ferméde X a un élément minimal pour l'inlusion.Véri�er de plus que si X est noethérien, alors toute partie de X, munie de sa topologie desous-espae, est noethérienne. Montrer en�n qu'un espae topologique noethérien est quasi-ompat, i.e. que de tout reouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-reouvrement�ni11.() Si X est un espae noethérien, montrer qu'il existe un nombre �ni de fermés irré-dutibles F1, . . . , Fn ⊂ X, tels que
X =

n⋃

i=1

Fi, et i 6= j ⇒ Fi * Fi.Véri�er que tout fermé irrédutible de X est inlus dans l'un des Fi, qu'auun des Fine peut être omis dans la réunion préédente, puis que les Fi sont exatement les fermésirrédutibles maximaux de X : on les appelle les omposantes irrédutibles de X.Indiation: Commener par montrer tout fermé de X est réunion �nie de fermés irrédutibles.(d) Soit k un orps algébriquement los. Montrer que :i) kn est noethérien, irrédutible, onnexe, ainsi que tous ses ouverts.ii) un fermé V (I) ⊂ kn est irrédutible si, et seulement si, √I est un idéal premier,iii) les points de kn sont fermés.(e) Trouver les omposantes irrédutibles (resp. onnexes) de V (I) dans les as suivants :i) I = (P ), P ∈ k[X1, . . . , Xn],ii) I = (Y, Y 2 −XZ) ⊂ k[X, Y, Z],iii) I = (X(Y −X2 + 1), Y (Y −X2 + 1)) ⊂ k[X, Y ].Exerie 5 Soit k un orps algébriquement los.10Les notions étudiées dans et exerie ne sont pas adaptées aux espaes séparés (on véri�e aisémentqu'un espae séparé irrédutible est réduit à un point, un espae nothérien séparé est �ni et disret), nidon aux espaes métriques.11La di�érene ave ompat est que l'on ne suppose pas que X est séparé.



38 3. ALGÈBRE COMMUTATIVE(a) Montrer que GLn(k) est un ouvert Zariski, dense dans Mn(k).(b) Montrer que le sous-ensemble de Mn(k) formé des matries à valeurs propres dis-tintes est un ouvert Zariski dense.() En déduire par un argument de densité Zariski que si K est un orps :i) si M ∈ Mn(K), PM le polyn�me aratéristique de M , alors PM(M) = 0,ii) si A,B ∈ Mn(K), PAB = PBA.Exerie 6 (Irrédutibilité de la strati�ation par le rang) Soit k un orps algébriquementlos,(a) Soit A ∈ Mn(k), ϕA : Mn(k) × Mn(k) → Mn(k), (m1, m2) 7→ m1Am2, véri�er que
ϕA est polynomiale.(b) Soit 1 ≤ i ≤ n, Ri ⊂ Mn(k) le sous-ensemble des matries de rang ≤ i. Montrerque Ri est un fermé Zariski, et que si i ≤ n− 1, Ri+1\Ri est de la forme ϕA(GLn(k)) pourune ertaine matrie A.() En déduire que Ri+1\Ri est un ouvert Zariski dense, irrédutible, de Ri+1, puis queles Ri sont irrédutibles.(d) En déduire que det(Xi,j) est un polyn�me irrédutible dans k[Xi,j]. Montrer erésultat diretement.(e) (Appliation) Soit n = 3, I l'idéal de k[Xi,j] engendré par les 9 mineurs (2, 2),montrer que √

I est premier. Est-e que √
I = I ? (di�ile)Exerie 7 (Anneaux de dimension 0 de type �ni sur un orps) Soient k un orps, Aune k-algèbre de type �ni.(a) Soient m1, . . . , mn des idéaux maximaux 2 à 2 distints de A, N ∈ N, montrer quel'appliation anonique A/(m1 . . .mn)

N → ∏n
i=1A/m

N
i est un isomorphisme d'anneaux.Indiation: Utiliser l'exerie 8 ().(b) Montrer que les onditions suivantes sont équivalentes :i) A est un anneau artinien, i.e. toute suite déroissante d'idéaux de A stationne,ii) Rad(A) est intersetion d'un nombre �ni d'idéaux maximaux de A,iii) Specmax(A) est �ni,iii') Homk−alg(A, k) est �ni,iv) A est isomorphe omme k-algèbre à un produit �ni de k-algèbres loales de type �ni,v) A est de dimension �nie omme k-espae vetoriel,v') Tout idéal premier de A est maximal.Indiation: On démontrera irulairement i) ⇔ v), et à part les équivalenes ⋆⇔ ⋆′. On utiliserale lemme de normalisation de Noether pour ⋆ = v.Exerie 8 (Restes hinois) Soient A un anneau ommutatif, I et J des idéaux de Apremiers entre eux, i.e. tels que I + J = A.



3. ALGÈBRE COMMUTATIVE 39(a) Montrer que le morphisme anonique d'anneaux A → A/I × A/J est surjetif, denoyau IJ = I ∩ J .(b) Montrer que si I est premier ave J1 et J2, alors I est premier ave J1J2.() En déduire que si I1, . . ., In sont des idéaux deux à deux premiers entre eux, et
r1, . . . , rn des entiers, alors le morphisme anonique d'anneaux

A −→
n∏

i=1

A/Irii ,est surjetif de noyau ∩ni=1I
ri
i =

∏n
i=1 I

ri
i .Exerie 9 Soit A la C-algèbre des fontions rationnelles sur la droite qui sont biendé�nies en l'origine, i.e {a/b ∈ C(X), a, b ∈ C[X], b(0) 6= 0}.(a) Montrer que A n'est pas de type �ni omme C-algèbre.(b) Montrer que Specmax(A) est réduit à un élément, et que Rad(A) n'est pas onstituéd'éléments nilpotents (omparer à l'exerie 7).Exerie 10 (Une preuve rapide du Nullstellensatz dans le as non dénombrable) Soient

k un orps non dénombrable, K une k-algèbre de type �ni qui est un orps.(a) Soit x ∈ K transendant sur k, montrer que les ( 1
x−a)a∈k forment une famille k-libredans K.(b) En déduire que K est une extension �nie de k.Remarques: Cela fournit don une preuve dans le as important où k = C, mais ni pour Q, nipour Fp.Exerie 11(a) Soient k ⊂ K deux orps algébriquement los, P1, . . . , Pr une famille d'éléments de

k[X1, . . . ., Xn]. On suppose que les Pi ont un zéro ommun dans Kn, montrer qu'ils en ontun dans kn.(b) En déduire que si P ∈ k[X1, . . . , Xn] est irrédutible, il l'est aussi dansK[X1, . . . , Xn].() Soient P1, . . . , Pr ∈ Z[T1, . . . , Tn], montrer les équivalenes :i) Les Pi ont un zéro ommun dans Cn,ii) Les Pi ont un zéro ommun dans Q
n,iii) Pour tout nombre premier p assez grand, les Pi mod p ont un zéro ommun dans F

n

p .Indiation: Pour ii) implique iii), on pourra montrer que si N est un entier et A est une Z[1/N ]-algèbre entière, alors pour tout nombre premier p ne divisant pas N , pA est un idéal strit de
A.Exerie 12 Soient k un orps et A la k-algèbre des suites (xn) ∈ kN qui sont onstantesà partir d'un ertain rang. Dérire l'espae topologique Specmax(A).



40 3. ALGÈBRE COMMUTATIVEExerie 13 Soient X un espae topologique ompat et C(X) l'anneau des fontionsomplexes ontinues sur X. Pour x ∈ X, on note mx l'idéal maximal (justi�er) {f ∈
C(X), f(x) = 0}.(a) Montrer que tout idéal maximal de C(X) est de la formemx pour un unique x ∈ X.Indiation: On pourra d'abord remarquer que tout idéal maximal de C(X) est fermé pour latopologie de la norme sup. sur C(X).(b) Montrer que l'appliation ϕ : X → Specmax(C(X)), x 7→ mx, est un homéomor-phisme.Les deux exeries qui suivent introduisent la notion de groupe algébrique.Exerie 14 (groupes algébriques linéaires) Soit k un orps algébriquement los.(a) Montrer que SLn(k) ⊂ Mn(k) est un fermé Zariski, et que la multipliation SLn(k)×
SLn(k) → SLn(k) (resp. l'inversion SLn(k) → SLn(k)) provient par restrition d'une appli-ation polynomiale Mn(k) × Mn(k) → Mn(k) (resp. Mn(k) → Mn(k)).Un sous-groupe de SLn(k) qui est un fermé Zariski est dit algébrique. Il est lair qu'uneintersetion de sous-groupes algébriques est enore un sous-groupe algébrique.(b) Soit f une forme bilinéaire sur kn, on pose

SO(f) := {g ∈ SLn(k), ∀x, y ∈ kn, f(gx, gy) = f(x, y)}.Véri�er que SO(f) est un sous-groupe algébrique de SLn(k).() Soit G ⊂ SLn(k) un sous-groupe, G son adhérene pour la topologie de Zariski.Montrer que G est un sous-groupe algébrique de SLn(k).(d) Soit G ⊂ SLn(k) un sous-groupe algébrique et H est une partie de Mn(k). Alorsle entralisateur (resp. normalisateur) de H dans G est un sous-groupe algébrique. Enpartiulier, le entre de G est un sous-groupe algébrique.(e) Soit G ⊂ SLn(k) un sous-groupe algébrique. Montrer que les omposantes irrédu-tibles de G sont des omposantes onnexes, et sont en nombre �ni. En partiulier, G estonnexe si, et seulement si, G est irrédutible.Indiation: On montrera d'abord que pour tout fermé algébrique X ⊂ kn, il existe x ∈ X qui estdans une seule omposante irrédutible de X.(f) Montrer que la omposante onnexe de 1, noté usuellement G0, est un sous-groupedistingué d'indie �ni de G.Ainsi, tout groupe algébrique linéaire est extension d'un groupe �ni par un groupealgébrique onnexe.Exerie 15 (Appliation : un théorème de Burnside) Soit k un orps de aratéristiquenulle, G ⊂ GLn(k) un sous-groupe. On suppose que G est d'exposant �ni, i.e. qu'il existeun entier N tel que pour tout g ∈ G, gN = 1. On va montrer que G est �ni.(a) Montrer que l'on peut supposer que k est algébriquement los, puis que G ⊂ SLn(k)est un sous-groupe algébrique onnexe.



3. ALGÈBRE COMMUTATIVE 41(b) Montrer que l'appliation polyn�me aratéristique G→ kn est onstante.() Conlure.Exerie 16* (Théorème de omparaison de Riemann) Soit P ∈ C[X, Y ] un polyn�meirrédutible, on va montrer que {(x, y) ∈ C2, P (x, y) = 0} est un onnexe de C2 pour latopologie usuelle.Soit S ⊂ C un ensemble �ni de points, HS l'anneau intègre (justi�er) des fontionsméromorphes sur C sans p�le hors de S.(a) On note FS le sous-anneau de HS onstitué de frations rationnelles. Montrer que
FS est intégralement los dans HS, i.e. que si f ∈ HS est entier sur FS, alors f ∈ FS.Indiation: Si fn =

∑n−1
i=0 aif

i ave ai ∈ FS , f ∈ HS , alors si z /∈ S, |f(z)| ≤ (1 +
∑n−1

i=0 |ai(z)|).(b) En déduire que si P ∈ FS[T ] est un polyn�me unitaire irrédutible, alors il resteirrédutible dans HS[T ].On retourne à la problématique initiale. Quitte à faire un hangement de variableslinéaire (x, y) 7→ (x, λx + y), on peut supposer que P est unitaire vu omme élément de
(C[Y ])[X] (justi�er). On note d son degré et on onsidère alors la projetion

p : V (P ) ⊂ C2 −→ C, (x, y) 7→ y.() Montrer que sur un ouvert Zariski C−S := U de C, la projetion p : p−1(U) → Uest un revêtement à d feuillets.(d) Soit Z une omposante onnexe de p−1(U). Considérons la fontion ψ : C−S → C[T ]dé�nie par
x 7→

∏

z∈Z∩p−1(x)

(T − z).Montrer que ψ ∈ HS[T ].(e) Conlure12.On termine par deux exemples.i) Si P = X2 + Y 2 − 1, montrer que V (P ) est homéomorphe13 à C∗.ii) De même, si P = Y 2 − (X2 − 1)(X2 − 2), montrer que V (P ) est homéomorphe à untore S1 × S1 privé de deux points.Dans les deux as, on pourra reonstituer V (P ) à partir de sa projetion V (P ) → C,
(x, y) 7→ x.

12On pourrait généraliser la preuve i-dessus et montrer qu'en général "un fermé Zariski est onnexepour la topologie de Zariski si, et seulement si, il est onnexe pour la topologie usuelle.". Ce résultat estle premier d'une longue série de "théorèmes de omparaison" en géométrie algébrique.13Pour la topologie usuelle !
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44 4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTST.D. no 10 du ours d'Algèbre II 17 Mai 2004Exerie 1 (Le groupe symétrique omme groupe de re�exions) Soit n ≥ 2 un entier.On onsidère le groupe W := Sn agissant linéairement par permutations des oordonnéessur Rn eulidien, et V l'hyperplan des éléments dont la somme des oordonnées est nulle.(a) Véri�er que V est stable parW et queW ⊂ O(V ) (justi�er l'inlusion) est engendrépar des re�exions.(b) An ⊂ W est-il aussi engendré par des re�exions ? par des éléments d'ordre 2 ? Si
1 ≤ i ≤ n− 1, on note si la re�exion orthogonale de V d'axe ei − ei+1. Montrer que les siengendrent W , que sisj = sjsi si |i− j| > 1, et que sisi+1 est d'ordre 3 si i < n− 1.() Véri�er qu'auun sous-espae strit de V n'est stable par W .(d) On note xi la restrition à V de la forme linéaire e∗i sur Rn, V ∗ est engendré par les xiave pour relation ∑n

i=1 xi = 0. Montrer en utilisant l'exerie 2 que les fj :=
∑n

i=1 x
j
i , j =

2 . . . n engendrent l'algèbre des invariants Sym(V ∗)W .Remarques: On pourrait démontrer que les générateurs et relations du (b) sont une présentationde W . Le groupe Sn vu omme i-dessus omme sous-groupe de On−1(R) est appelé "groupe deré�exions de type An−1".Exerie 2 Soit k un orps de aratéristique 0 et W ⊂ GLn(k) un groupe �ni engendrépar des ré�exions. Soient f1, . . . , fn ∈ k[X1, . . . , Xn]
W des polyn�mes homogènes de degrésrespetifs ei.Montrer que si ∏n

i=1 ei = |W | et si les fi sont algébriquement indépendants, alors
k[X1, . . . , Xn]

W = k[f1, . . . , fn] et les ei sont les degrés de W .Indiation: On pourra montrer tout d'abord que les ei sont les degrés de W .Exerie 3 (Théorème de Hilbert-Noether) Soient k un orps, A = k[x1, . . . , xn] une k-algèbre de type �ni, et G ⊂ Autk−alg(A) un groupe �ni d'automorphismes. On va montrerque AG est une algèbre de type �ni sur k (noter que l'on ne fait pas d'hypothèse sur laaratéristique du orps k et que A n'est pas néessairement une algèbre de polyn�mes.).(a) Pour 1 ≤ i ≤ n, on pose Pi(T ) :=
∏

g∈G(T − g(xi)) ∈ A[T ] et on note B la sous-k-algèbre de A engendrée par les oe�ients des Pi. Montrer que B est de type �ni omme
k-algèbre et que B ⊂ AG.(b) Montrer que A est de type �ni omme B-module, puis qu'il en va de même pour
AG.() Conlure.Exerie 4 (Groupes dihédraux) Soient n ≥ 3 et I2(n) ⊂ O2(R) le groupe des isométriesd'un polyg�ne régulier à n �tes de R2, entré en 0.(a) Montrer que I2(n) est engendré par deux re�exions s et t telles que le produit stest d'ordre n.



4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTS 45(b) Soit G = 〈s, t〉 un groupe engendré par deux élément s et t d'ordre 2 tels que leproduit st est d'ordre �ni n. Montrer que G ≃ I2(n) ≃ Z/2Z ⋊ Z/nZ. En partiulier, Gest �ni d'ordre 2n. Combien I2(n) ontient-il de ré�exions ?(∗) En utilisant l'exerie 2, montrer que R[X, Y ]I2(n) = R[X2 +Y 2,
∏n

i=1Li], où les Lisont homogènes de degrés 1 bien hoisis.On se propose de redémontrer de manière élémentaire le résultat du (). Comme I2(n) ⊂
GL2(C), on peut onsidérer son ation sur C[X, Y ]. On note Gn ⊂ I2(n) le sous-groupe desrotations.(d) Déterminer C[X, Y ]Gn, puis C[X, Y ]I2(n).Indiation: On pourra se plaer dans une base adéquate de C2.(e) Retrouver le résultat du (), ainsi que R[X, Y ]Gn .Exerie 5 (Cet exerie fait suite à l'exerie 4)(a) Soient k un orps algébriquement los, G ⊂ GLn(k) un sous-groupe tel que Gab :=
G/D(G) est �ni. Soient e l'exposant de Gab et f ∈ k[X1, . . . , Xn] un polyn�me irrédutible.Montrer que G préserve l'hypersurfae f = 0 de kn si, et seulement si, f e ∈ k[X1, . . . , Xn]

G.(b∗) On onsidère l'ation de I2(3) ⊂ O2(R) ⊂ GL2(C) induite sur C2. Existe-t-il unequartique irrédutible de C2 stable par I2(3) ?Exerie 6 Soient k un orps et Aff(k) ⊂ Autk−alg(k[X]) le groupe des transformationsa�nes, i.e. de la forme X 7→ aX + b ave a ∈ k∗ et b ∈ k.(a) Montrer que Aff(k) = Autk−alg(k[X]).(b) Déterminer k[X]Aff(k).Indiation: On ommenera par déterminer les invariants par translation.Exerie 7 (Groupes de type Bn et leurs invariants) Soient n ≥ 2, ei la base anoniquede Rn, et W ⊂ On(R) le sous-groupe dont les éléments préservent l'ensemble {±ei, 1 ≤
i ≤ n}.(a) Montrer que le groupe W est engendré par des re�exions et qu'il ne stabilise auunsous-espae strit de Rn.(b) Véri�er que 'est le produit semi-diret de Sn par (Z/2Z)n pour l'ation de permu-tation Sn → Aut((Z/2Z)n), et en partiulier que |W | = 2nn!.() Dérire R[X1, . . . , Xn]

W .Remarques: On pourrait démontrer que B3 est le groupe des isométries eulidiennes d'un ubede R3, de même que S4 ⊂ O3(R) (f. exerie 1) est elui d'un tetraèdre régulier.Exerie 8** Soit W ⊂ O3(R) le groupe des isométries d'un iosaèdre entré en 0.(a) Montrer queW est un groupe engendré par des ré�exions, isomorphe à (Z/2Z)×A5.(b) Quels sont les degrés de W ?



46 4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTSExerie 9 Faire les exeries 7 à 10 du TD 7.



4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTS 47T.D. no 11 du ours d'Algèbre II 24 Mai 2004Dans e TD, le terme représentation signi�era par défaut "représentation linéaire surun C-espae vetoriel de dimension �nie".Exerie 1 Montrer que les représentations irrédutibles d'un groupe abélien, et plusgénéralement d'une C-algèbre ommutative, sont de dimension 1.Exerie 2(a) Trouver une représentation irrédutible de dimension 2 de S3. Plus généralement,trouver une représentation irrédutible de dimension n− 1 de Sn, n ≥ 2.(b) Trouver une représentation irrédutible de dimension 2 du groupe dihédral D2n,
n ≥ 3.Exerie 3(a) Trouver une représentation non semi-simple, de dimension 2, du groupe Z.(b) Soit r : C[X] → Mn(C) une représentation, à quelle ondition sur r(X) est-ellesemi-simple ?Exerie 4 Soit G un groupe �ni. On regarde l'anneau C[G] omme un C[G]-module àgauhe. On érit alors C[G] ≃ ⊕r

i=1V
mi

i , où les Vi sont des représentations irrédutibles de
G qui sont 2 à 2 non isomorphes (justi�er).(a) Montrer que toute représentation irrédutible de G est isomorphe à l'une des Vi.(b) Montrer que mi ≥ dim(Vi), puis que ∑r

i=1 dim(Vi)
2 ≤ |G|.Indiation: Considérer le morphisme naturel de C-algèbres C[G] → EndC(Vi).Remarques: Il n'est pas très di�ile de montrer qu'en fait mi = dimC(Vi) (f. par exemple leproblème à la �n de e TD), et don que la dernière inégalité est en fait une égalité.Exerie 5 En utilisant l'exerie 4,(a) Trouver toutes les représentations irrédutibles des groupes S3, D8 et H8.(b) Montrer que S4 a 5 représentations irrédutibles et les réaliser expliitement.Exerie 6 (Un théoreme de Lie-Kolhin) Soit Γ ⊂ GLn(C) un sous-groupe dont tousles éléments sont unipotents, i.e. (γ − 1)n = 0, ∀γ ∈ Γ. On veut montrer que les élémentsde Γ sont otrigonalisables (en partiulier, Γ est résoluble).(a) Montrer qu'il su�t de montrer que si Γ agit de plus irrédutiblement sur Cn, alors

n = 1. On le suppose désormais.(b) Montrer que la forme bilinéaire sur Mn(C) : (A,B) 7→ tr(AB) est non dégénérée.() Montrer que pour tous γ, γ′ ∈ Γ, tr((γ − 1)γ′) = 0.(d) Conlure.



48 4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTSExerie 7* (Un théorème de Burnside) Soient k un orps de aratéristique 0 et Γ ⊂
GLn(k). On suppose qu'il existe m ≥ 1 tel que ∀γ ∈ Γ, γm = 1. Montrer que Γ est �ni.Indiation: Utiliser une méthode semblable à elle de l'exerie 6.Exerie 8 (Dual d'un groupe abélien �ni) Un morphisme de groupes G → C∗ estappelé aratère de dimension 1 de G. On note Ĝ := Homgr(G,C∗) leur ensemble, la loi degroupe sur C∗ en fait un groupe abélien. On note de plus A(G) la C-algèbre des fontionssur G à valeurs omplexes, que l'on munit du produit hermitien (justi�er) :

〈f, f ′〉 =
1

|G|
∑

g∈G
f(g)f ′(g)(a) On note r : G → GL(A(G)) la représentation par translations à droite dé�nie par

r(g).f = (h 7→ f(hg)). Montrer que les r(g), g ∈ G sont unitaires pour le produit hermitien
〈, 〉.(b) On suppose désormais que G est un groupe abélien. Montrer que A(G) = ⊕χ∈ bGC.χet que la somme est orthogonale.Indiation: On pourra réduire simultanément les r(g), g ∈ G.() En déduire que |Ĝ| = |G| et que l'aouplement de dualité naturel

(. , .) : G× Ĝ→ C∗, (g, χ) := χ(g),est non dégénéré à droite et à gauhe1.(d) Montrer que l'appliation anonique C[G] → A(Ĝ),
∑

g∈G
agg 7→ (χ 7→

∑

g∈G
agχ(g)),est un isomorphisme de C-algèbres.Exerie 9 (Déterminant2 d'un groupe abélien) Soit G un groupe abélien �ni et (xg)g∈Gdes nombres omplexes indexés par les éléments de G. Montrer la formule :

det((xgh−1)g,h∈G) =
∏

χ∈ bG

(
∑

g∈G
χ(g)xg)1Cela signi�e que si l'une quelonque des deux variables est �xée, (., .) est un morphisme de groupes enl'autre variable, puis que les morphismes naturels qu'il induit, G→ ̂̂

G et Ĝ→ Ĝ sont des isomorphismes.On pourrait en fait déduire (b) du théorème de struture des groupes abéliens �ni, en se ramenant au as
G ylique. Cela montrerait même que G est isomorphe à Ĝ, bien que non anoniquement. Le (b) montrepar ontre que l'appliation naturelle G→ ̂̂

G, g 7→ (χ 7→ χ(g)) est un isomorphisme de groupes.2Cette formule généralise par exemple elle pour le déterminant irulant, qui est le as partiulier où
G = Z/nZ. Il en existe une version non abélienne qui se démontre de manière analogue, où les termes duproduit de droite sont remplaés par ∏

V ∈θ det((
∑

g∈G xgg)|V )dim(V ), θ étant un ensemble de représentantsdes lasses d'isomorphie de représentations irrédutibles de G.



4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTS 49Indiation: On pourra aluler de deux façons le déterminant de l'endomorphisme ∑
g∈G xg.r(g)de A(G), en utilisant l'exerie 8.Exerie 10 Soit A := C{X, Y }/(XY − Y X − 1), où C{X, Y } désigne la C-algèbredes polyn�mes non ommutatifs en 2 variables à oe�ients omplexes. Montrer que An'admet pas de représentation omplexe de dimension �nie.Exerie 11 Soit k un orps, montrer que k[Z/nZ] ≃ k[X]/(Xn − 1) omme k-algèbre.Exerie 12 Soit A la sous-R-algèbre de M2(R) engendrée par SO2(R). Montrer que

A ≃ C et en déduire que le théorème de Burnside est faux sur un orps non algébriquementlos.Exerie 13 Soient p un nombre premier, k un orps de aratéristique p, et P un
p-groupe �ni.(a) On suppose que P ⊂ GLn(k) agit irrédutiblement sur kn. Montrer que n = 1 et
P = {1}.(b) En déduire que toute représentation P → GLn(k) est trigonalisable.(∗) Soient (ag)g∈P une famille d'entiers indexée par P . Montrer que

det((agh−1)g,h∈P ) ≡
∑

g

ag mod pProblème (Modules simples et semi-simples) Soit A un anneau, un A-moduleM est ditsimple si ses seuls sous-modules sont {0} et M . Il est dit semi-simple tout sous-A-module
N de M admet un A-module supplémentaire, i.e. un sous A-module N ′ de M tel que Msoit somme direte de N et N ′.(a) On suppose dans ette question que A = k est un orps gauhe 3, montrer que tout
k-module est semi-simple, et que les modules simples sont isomorphe au k-module k.(b∗) Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :i) M est somme de sous-modules simples,ii) M est somme direte de sous-modules simples,iii) M est semi-simple.() En déduire qu'une somme direte quelonque de modules semi-simples est enoresemi-simple, et que tout sous-module et quotient d'un module semi-simple est enore semi-simple.(d) Un anneau A est dit semi-simple si tous les A-modules sont semi-simples. Montrerque l'anneau A est semi-simple si, et seulement si, il est semi-simple omme A-module.Véri�er que tout A-module simple est isomorphe à un sous-module du A-module A.3C'est un anneau unitaire A assoiatif tel que tout élément non nul admet un inverse des deux �tés.Un orps gauhe ommutatif est un orps au sens usuel.



50 4. REPRÉSENTATIONS ET THÉORIE DES INVARIANTS(e) On suppose A = Mn(k), k un orps gauhe, montrer que kn est l'unique A-modulesimple, puis que A est semi-simple.(f) En déduire qu'un produit �ni ∏r
i=1 Mni

(ki), les ki étant des orps gauhes, est unanneau semi-simple.Dans e qui suit, on prouve le théorème de Wedderburn lassi�ant les anneaux semi-simples.(g) (Lemme de Shur) Soit M un A-module simple. Montrer que l'anneau EndA(M)est un orps gauhe.(h) Soit M un A-module simple, n un entier, montrer que l'anneau EndA(Mn) estisomorphe à Mn(EndA(M)).(i) SoitM1, . . ., Mr des A-modules simples deux à deux non isomorphes, n1, . . . , nr desentiers, montrer qu'en tant qu'anneauxEndA(⊕r
i=1M

ni

r ) ≃
r∏

i=1

Mni
(EndA(Mi))(j) Si A est un anneau, on note Aopp l'anneau opposé à A. C'est l'anneau dont legroupe abélien sous-jaent est A, mais dont la multipliation est dé�nie par x ∗ y := yx.Véri�er que 'est bien un anneau unitaire si A l'est, et montrer qu'en tant qu'anneaux

Mn(k)
opp ≃ Mn(k

opp).(k) Montrer que l'appliation EndA(A) → Aopp, f 7→ f(1), est un isomorphisme d'an-neaux.(l) Montrer le théorème de Wedderburn : "Tout anneau semi-simple est isomorphe àun anneau de la forme
r∏

i=1

Mni
(ki)Un tel anneau a exatement r modules simples non isomorphes deux à deux, M1,. . ., Mret ki ≃ EndA(Mi)

opp. En partiulier, les ni et les ki sont uniquement déterminés."(m) En déduire que si A est un anneau ommutatif, A est semi-simple si, et seulementsi, A est un produit �ni de orps.Soient G un groupe �ni, k un orps dans lequel |G| est inversible, et {V1, . . . , Vr} l'ensembledes k-représentations irrédutibles de G.(n) Montrer que k[G] ≃ ∏r
i=1 Mni

(ki), où kopp
i = Endk(Vi) est un orps gauhe onte-nant k dans son entre et de dimension �nie sur k.(o) On suppose de plus k algébriquement los. Montrer que |G| =

∑r
i=1 n

2
i et que r estle nombre de lasses de onjugaison d'éléments de G.Indiation: Pour la seonde assertion, déterminer de deux façons di�érentes le entre de k[G].Remarques: Le théorème de Wedderburn ramène la struture des anneaux semi-simples à elledes orps gauhes. Ces derniers sont lassi�és par la théorie du groupe de Brauer (voir le TD1 parexemple).
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52 PARTIEL ET EXAMENExamen partiel du 8 avril 2004Durée : 2hExerie 1.Les deux questions sont indépendantes.(a) Soient k un orps, V un k-espae vetoriel et W,W ′ des sous-espaes vetorielsde V . Montrer que les algèbres tensorielles T (W ), T (W ′), T (W ∩W ′) s'identi�ent à dessous-algèbres de T (V ) et que : T (W ∩W ′) = T (W ) ∩ T (W ′).(b) Soient k un orps, V, V ′,W,W ′ des k-espaes vetoriels et f : V → V ′, g : W →W ′des appliations linéaires. Déterminer Ker(f ⊗ g) en fontion des noyaux de f et g.Exerie 2.Soient p > 2 un nombre premier, ζ := e2iπ/p et K := Q(ζ) ⊂ C.(a) Montrer que K/Q est galoisienne de groupe de Galois G := (Z/pZ)∗.(b) Montrer que pour haque entier d divisant p− 1, K ontient un unique sous-orps
Kd de degré d sur Q.Véri�er que Gd := Gal(K/Kd) = {gd, g ∈ G} et que Kd/Q est galoisienne ylique.() Soit pd := d

p−1

∑
g∈Gd

g ∈ EndQ(K). Montrer que pd est un projeteur d'image Kdtel que ∀g ∈ G, gpd = pdg.(d) En déduire que Kd = Q(gd) où gd :=
∑p−1

k=0 ζ
kd.(e) Montrer que K(p−1)/2 = Q(cos(2π/p)) et (plus di�ile) K2 = Q(

√
εp), ave ε = ±1tel que p = ε mod 4. (Indiation : on pourra ommener par montrer que g2ḡ2 = p, où z̄désigne le omplexe onjugué de z).Exerie 3.1. Soit p un nombre premier. Soient K un orps de aratéristique p et a un élémentde K. On suppose que le polyn�me P (X) = Xp − X − a n'a pas de raine dans K. Soit

K ⊂ L une extension de déomposition de P .(a) Si x est une raine de P dans L, montrer que les autres raines sont : x+1, · · · , x+
p− 1.(b) Montrer que P est irrédutible dans K[X].() Montrer que l'extension K ∈ L est monogène, galoisienne et déterminer son groupede Galois.2. Soit p un nombre premier. Soient K un orps de aratéristique p et K ⊂ L uneextension galoisienne de groupe de Galois Z/pZ. Soit σ un générateur de Gal(L/K).(a) Montrer qu'il existe x ∈ L tel que : ∑p−1

i=0 σ
i(x) = 1.



PARTIEL ET EXAMEN 53On pose alors : α =
∑p−1

i=0 iσ
i(x).(b) Montrer que α /∈ K, mais que a = αp − α est dans K.() Montrer que L = K[α] et déterminer le polyn�me minimal de α sur K.Exerie 4.SoientK un orps et P (X) ∈ K[X] un polyn�me séparable. SoientK ⊂ L une extensionde déomposition de P , et G = Gal(L/K) son groupe de Galois.On onsidère l'extension des orps de frations rationnelles :

K(Y1, · · · , Yn) ⊂ L(Y1, · · · , Yn) déduite de l'extension K ⊂ L. Pour alléger les notations,on pourra érire L(Y ) au lieu de L(Y1, · · · , Yn), et...(a) Soit R ∈ L(Y ). Montrer que R peut s'érire R = N/D ave N ∈ L[Y ] et D ∈ K[Y ].En déduire que l'extension K(Y ) ⊂ L(Y ) est �nie, de degré inférieur ou égal au degré de
L sur K.(b) On onsidère l'appliation naturelle G→ Aut(L(Y )/K(Y )) induite par l'ation de
G sur les oe�ients d'une fration rationnelle de L(Y ). Montrer que 'est un morphismede groupes bijetif. En déduire que l'extension K(Y ) ∈ L(Y ) est galoisienne, de groupe deGalois G.



54 PARTIEL ET EXAMENExamen du 8 juin 2004Durée 3 heuresExerie 1.I. Soit P (X) =
∏n

i=1(X − xi) un polyn�me, et soient y1, · · · , yn−1 les raines du poly-n�me dérivé P ′. Montrer que le disriminant de P vaut :
(−1)

n(n−1)
2

n∏

i=1

P ′(xi) = (−1)
n(n−1)

2

n−1∏

i=1

P (yk)Soit P (X) = Xn + aX + b. Montrer que son disriminant vaut
(−1)

n(n−1)
2 ((1 − n)n−1an + nnbn−1).II. On se propose de déterminer le groupe de Galois du polyn�me P = X5 + 20X − 16sur Q.(a) Véri�er que 2 et 3 sont des raines de sa rédution modulo 7, puis fatoriser etterédution modulo 7.(b) Montrer que sa rédution modulo 3 est irrédutible sur F3.On admettra que modulo 23, la rédution de P se fatorise en un polyn�me de degré 1et le produit de deux polyn�mes de degré 2.() Quel est le groupe de galois de P ?Exerie 2.I. On �xe dans tout e qui suit un orps k ⊂ R. Soient p un nombre premier et a ∈ kqui n'est pas la puissane pieme d'un élément de k.(a) Montrer que Xp − a est irrédutible dans k[X] (on pourra onsidérer le termeonstant d'un éventuel fateur).(b) On suppose p > 2. Soit x ∈ R tel que xp = a (justi�er), montrer que k(x)/k n'estpas galoisienne.II. Une extension �nie de orps K/k est dite résoluble par radiaux réels, ou r.r.r. , s'ilexiste une tour d'extensions

k0 = k ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ kn ⊂ R,telle que K ⊂ kn, et pour 0 ≤ i < n, ki+1 = ki(xi) où xmi

i ∈ ki et mi ∈ N.



PARTIEL ET EXAMEN 55() Supposons que K/k est r.r.r. Montrer que l'on peut trouver une tour omme i-dessus où les mi sont des nombres premiers et satisfont [ki+1 : ki] = mi. Véri�er de plusque si k ⊂ L ⊂ K est un orps intermédiaire, alors K/L est aussi r.r.r.Soit K/k une extension galoisienne ave K ⊂ R. On se propose de démontrer que K/kest résoluble par radiaux réels si, et seulement si, [K : k] est une puissane de 2.(d) Montrer que si [K : k] est une puissane de 2, alors K/k est r.r.r.Réiproquement, supposons que K/k est r.r.r. On �xe une tour de résolubilité parradiaux réels omme plus haut, ave des mi = [ki+1 : ki] premiers.(e) On suppose de plus que [K : k] est un nombre premier impair, et on note K ′ lesous-orps de R engendré par K et k1. Montrer que K 6⊂ k1, puis que K ′/k1 est galoisienne,ylique de degré [K : k] (on pourra onsidérer une appliation naturelle Gal(K ′/k1) →
Gal(K/k)).(f) Montrer que si [K : k] est premier impair, alors [K : k] = 1.(g) Conlure.(h) Montrer que Q(cos(2π/7))/Q est résoluble par radiaux, mais pas par radiauxréels ("Casus irreduibilis").Exerie 3Les parties II et III sont indépendantes.I. (Deux résultats généraux, indépendants).(a) Soient A un anneau ommuatif, intègre, unifère et B un sous-anneau de même unité.Soient E et F les orps de frations respetifs de A et B. On suppose que E ⊂ F est uneextension �nie. Montrer que si A est libre de rang r omme B-module, alors [E : F ] = r.(b) Soit S = C[X1, · · ·Xn] une algèbre de polyn�mes engendrée par des éléments al-gébriquement indépendants X1, · · ·Xn de degré respetifs p1, · · ·pn. Soit R ⊂ S une sous-algèbre graduée de polyn�mes R = C[Y1, · · ·Yn] ave Yi homogène de degré qi. On supposeque le R-module S est libre et admet une base �nie formée d'éléments homogènes z1, · · · zNde degrés respetifs f1, · · · , fN .Montrer que : ∏n

i=1(1− tqi) = (
∑N

j=1 t
fj )

∏n
i=1(1− tpj ). Déterminer le rang de S sur R.II. Soit K un orps et S = K[X1, · · · , Xn] une K-algèbre graduée de polyn�mes, engen-drée par des éléments algébriquement indépendants Xi, homogènes de degrés stritementpositifs. Soient Y1, · · · , Yn des éléments homogènes de degrés stritement positifs de S et

R = K[Y1, · · · , Yn] la sous-algèbre de S engendrée par es éléments.(a) Montrer l'équivalene des propriétés suivantes :(i) S est entier sur R.(ii) L'idéal de S engendré par (Y1, Y2, · · · , Yn) est de odimension �nie.



56 PARTIEL ET EXAMEN(iii) Pour toute extension L de K, le système d'équations Yi(x1, · · · , xn) = 0 (1 ≤ i,≤
n, xi ∈ L) n'a que la solution triviale (0, · · · , 0).On pourra admettre que si es propriétés sont véri�ées, les Yi sont algébriquementindépendants sur K, et que S est un R-module libre .(b) Soit G un groupe �ni d'automorphismes de l'algèbre graduée S, soit SG la sous-algèbre de ses invariants, et soient Y1, · · · , Yn des éléments de SG véri�ant les onditions(i), (ii), (iii) i-dessus. Montrer que SG = K[Y1, · · · , Yn] si et seulement si Card(G) =∏

i deg(Yi)/
∏

i deg(Xi)() (Question subsidiaire) Démontrer les assertions admises i-dessus.III. Soit V un C-espae vetoriel de dimension �nie n et G un sous-groupe �ni de
GL(V ) engendré par des ré�exions. Soit S l'algèbre symétrique sur V ∗ que l'on identi�e àune algèbre de polyn�mes C[X1, · · · , Xn]. Soit R la sous-algèbre des invariants de S sousl'ation de G. On se propose de montrer que omme R-module, S est un module libre derang Card(G).Pour ela, on ompare S omme R-module au C espae vetoriel S/I où I est l'idéalde S engendré par les éléments de R de degré stritement positif :(a) Si des éléments homogènes gi de S sont tels que leurs lasses modulo I engendrentl'espae vetoriel S/I, montrer qu'ils engendrent S omme R-module.(b) Si des éléments homogènes g1, · · · gm de S sont tels que leurs lasses modulo I sontlinéairement indépendantes dans l'espae vetoriel S/I, montrer qu'ils R-libres dans S. Onpourra utiliser le lemme tehnique du ours dont on rappelle l'énoné :Si f1, · · · fr ∈ R sont tels que f1 n'est pas dans l'idéal de R engendré par f2, · · ·fr, et si
g1, · · · gr sont des éléments homogènes de S tels que f1g1 + · · · frgr = 0 alors g1 ∈ I.() Conlure.Exerie 4.Soit d une dérivation de l'algèbre des matries Mn(C), i.e. une appliation linéaire
d : Mn(C) →Mn(C) telle que : ∀x, y ∈Mn(C), d(xy) = d(x)y + xd(y).Montrer que d est une dérivation intérieure, i.e. qu'il existe a ∈Mn(C) telle que :

∀x ∈Mn(C), d(x) = ax− xa(On pourra onsidérer l'appliation φ : Mn(C) →M2n(C) donnée par
φ(x) =

(
x d(x)
0 x

)
,et véri�er que 'est un morphisme d'algèbres).
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58 QUELQUES CORRECTIONSCorretions de quelques exeries des T.D. d'algèbre IICi-dessous des orretions pour ertains exeries/questions des TD préédents. Veuillezbien me le signalez si vous y trouvez des inorretions/oquilles.Exeries orrigés : TD11 (ex. 1, 2, 3, 4, 5), TD10 (ex. 1, 2, 3), TD9 (ex. 1, 3), TD8(ex. 1, 2, 3, 4), TD7 (ex. 2), TD6 (ex. 2, 5, problème), TD5 (ex. 2, 3), TD4 (ex. 3, 9),TD3 (ex.1), TD2 (ex.2).Exerie 1 du TD 11 Soit A une C-algèbre ommutative et r : A → Mn(C) unereprésentation. Les matries r(a), a ∈ A, ommutent 2 à 2 et sont don otrigonalisablesdans Mn(C). En partiulier, il existe une droite D ⊂ Cn qui est propre pour tous les r(a),
a ∈ A. Si r est irrédutible, alors D = Cn, et don n = 1.Noter que si plus généralement r est semi-simple, alors la droite D admet un supplé-mentaire H ⊂ Cn stable par les r(a), a ∈ A, de sorte que par réurrene immédiate, les
r(a) sont odiagonalisables.Exerie 2 du TD 11(a) Soit G ⊂ O2(R) le groupe des isométries eulidiennes d'un triangle équilatéralentré en 0 dans R2. L'ation de G sur les sommets du triangle nous fournit un morphisme
ψ : G → S3 qui est lairement un isomorphisme. On onsidère le morphisme ρ : S3 →
O2(R) → GL2(C) qui s'en déduit. Supposons que ρ est rédutible, i.e. qu'il existe unedroite D de C2 stable par S3. Soit s ∈ G une ré�exion, alors s|D agit par ±1 de sorte que
D = C.d ou d ⊂ R2 est soit l'axe de s soit son orthogonal. Mais un tel d n'est pas stablepar les rotations de G, ainsi don que C.d. Cela montre que ρ est rédutible.Voii un autre argument plus général. Supposons que H ⊂ GL2(C) est un groupe�ni qui n'agit pas irrédutiblement sur C2, alors H est ommutatif. En e�et, notons toutd'abord qu'il agit de manière semi-simple par un théorème du ours. Ainsi, s'il admet unedroite stable C.e1, elle admet un supplémentaire C.e2 stable par H , et H est diagonal (donommutatif) dans la base (e1, e2).Comme on l'a vu dans l'exerie 1 du TD 10, la représentation naturelle de Sn sur
Cn préserve l'hyperplan des veteurs de somme des oordonnées nulle. On montre ommedans l'exerie lo.it. () que ette représentation est irrédutible.(b) De même que pour S3 i-dessus, D2n s'identi�e au sous-groupe de O2(R) des iso-métries eulidiennes d'un polygone régulier plan à n �tés entré en 0. La représentationomplexe déduite D2n → GL2(C) est irrédutible par le même argument que plus haut,ar D2n est non ommutatif.Exerie 3 du TD 11(a) Considérons le morphisme de groupe ρ : Z → GL2(C) envoyant 1 sur la matrieunipotente supérieure standard
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u :=

(
1 1
0 1

)La droite stable C.e1 n'admet pas de droite supplémentaire stable par u, ar u n'est pasdiagonalisable.(b) Comme dans l'exerie 1, on voit que si r est semi-simple, alors r(X)est diagonali-sable. Montrons la réiproque. Il su�t de montrer que si k est un orps et u un endomor-phisme diagonalisable de kn, alors tout sous-k-espae stable par u admet un supplémentairestable par u. Soit V un tel sous-espae, u|V est enore diagonalisable, de sorte que V estsomme direte des espaes propres de u|V . On se ramène don au as où u n'a de plusqu'une seule valeur propre, i.e. u est une homothétie, pour lequel 'est évident.Exerie 4 du TD 11 On onsidère la représentation de G par translation à gauhe sur
C[G]. Comme G est �ni, elle est semi-simple par un théorème du ours. Elle se déomposedon omme somme direte de sous-espaes vetoriels stables parG, C[G] = W1⊕W2⊕· · ·⊕
Wm, où les Wj sont stables par G et tels que la représentation induite par restrition rj :
G → GLC(Wj) est irrédutible. En regroupant entre eux les (Wj , rj) qui sont isomorphes,on obtient un ensemble de représentations irrédutibles (Vi, ρi) de G telles que tout (Wj , rj)est isomorphe à une et une seule des (Vi, ρi). On a don C[G] ≃ ⊕r

i=1V
mi

i , omme dansl'énoné.(a) Soit ρ : G → GLC(V ) une représentation irrédutible de G et v 6= 0 ∈ V . Consi-dérons l'appliation C-linéaire L : C[G] → V dé�nie par L(
∑

g∈G agg) =
∑

g∈G agρ(g)(v).Elle satisfait L(hx) = ρ(h)L(x) pour tout x ∈ C[G] et tout h ∈ G. Soit Wj ⊂ C[G] ommeplus haut. L'appliation L induit don un opérateur d'entrelaement
Lj := L|Wj

: Wj → V.Comme V etWj sont irrédutibles, le lemme de Shur entraîne que Lj est soit nulle soit unisomorphisme. Si tous les Lj sont nuls, alors L est nul, e qui est absurde ar v = L(1) 6= 0.Ainsi, l'un des Lj est un isomorphisme de Wj vers V , e que l'on herhait.(b) On onsidère ρi : C[G] → EndC(Vi), elle est surjetive d'après le théorème deBurnside. Munissons EndC(Vi) = HomC(Vi, Vi) d'une représentation de G en posant si
u ∈ EndC(Vi) et g ∈ G, g(u) := (x 7→ ρi(g(u(x))). On véri�e immédiatement que 'estbien une représentation de G, et que ρi est un opérateur d'entrelaement entre C[G] (pourl'ation par translation à gauhe de G) et EndC(Vi) (pour l'ation i-dessus).Notons que si e1, . . . , em est une C-base de Vi,m := dimC(Vi), alors l'appliation linéairebijetive

ψ : EndC(Vi) → V m
i , u 7→ (u(e1), . . . , u(em)),est un opérateur d'entrelaement, où G agit sur V m

i oordonnée par oordonnée. De plus,notons pi,k : V m
i → Vi la projetion sur la k-ieme oordonnée, 'est aussi un opérateurd'entrelaement. Considérons �nalement l'appliation linéaire

ϕi,k := pi,k ◦ ψ ◦ (ρi)|Wj
: Wj → Vi,



60 QUELQUES CORRECTIONS'est un opérateur d'entrelaement par e qui préède. Si (Wj , rj) n'est pas isomorphe à
(Vi, ρi), le lemme de Shur assure que ϕi,k = 0 pour tout k, et don que (ρi)|Wj

= 0.Comme ρi est surjetive, on en déduit que ρi induit une surjetion V mi

i → EndC(Vi),puis ni ≥ dimC(Vi).



QUELQUES CORRECTIONS 61Exerie 1 du TD 10(a) On note e1, . . . , en la base anonique de Rn. Si σ ∈W , on a σ(ei) = eσ(i), autrementdit σ(x1, . . . , xn) := (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)). En partiulier, x et σ(x) ont même somme desoordonnées, et V est préservé. Notons que l'orthogonale de V est la droite R(e1 + · · ·+en),et que W préserve ette droite en agissant par l'identité. En partiulier, si σ|V est l'identitéde V , σ = id. Ainsi, la restrition W → O(V ), σ 7→ σ|V , est injetive.Soit 1 ≤ i < j ≤ n, véri�ons que la transposition (i, j) ∈ W est une ré�exion de V .Tout d'abord ei − ej ∈ V et (i, j)(ei − ej) = −(ei − ej). De plus, l'orthogonal dans V de
ei−ej est l'ensemble des éléments (x1, . . . , xn) ∈ V tels que xi = xj et (i, j) agit visiblementpar l'identité sur e sous-espae. On en onlut que W est engendré par des ré�exions aril est bien onnu que les (i, j) engendrent W .(b) Comme σ(ei) = eσ(i), on voit que det(σ) est la signature de σ. Comme une ré�exionde V de la forme σ agit trivialement sur V ⊥, elle est de déterminant −1. En partiulier,
An ne ontient auune ré�exion.Par ontre, si n ≥ 5, il est engendré par les doubles transpositions, qui sont d'ordre 2. Ene�et, le sous-groupe engendré par les doubles transpositions est distingué (ar le onjuguéd'une double transposition en est enore une), 'est don An par simpliité (n ≥ 5). Onvoit failement que pour n ≤ 4, An n'est pas engendré par des éléments d'ordre 2.On a déjà vu que si = (i, i+ 1) est la ré�exion d'axe ei− ei+1. Si |i− j| >= 2, (i, i+ 1)et (j, j + 1) ommutent, et (sisi+1)

3 = ((i, i+ 1)(i+ 1, i+ 2))3 = (i, i+ 1, i+ 2)3 = 1 don
sisi+ssi = si+1sisi+1.() Soit U ⊂ V un sous-R-espae vetoriel non nul stable pour l'ation de W . Soit
x = (x1, . . . , xn) 6= 0 ∈ W . Comme ∑

i xi = 0 et x 6= 0, x a au moins deux oordonnéesdistintes, disons xi 6= xj . En partiulier, (x− (i, j).x)/(xi − xj) = ei − ej est dans W . Enappliquant les (i, k), il vient que tous les el − ek sont dans W , puis V = W , e que l'onvoulait démontrer.(d) On onsidère la base x1, . . . , xn−1 du dual de V , Sym(V ∗) = R[x1, . . . , xn−1], etles (fj)2≤j≤n omme dans l'énoné. fj est un W -invariant homogène de degré j (xn =

−∑n−1
i=1 xi). Comme j! = |W | est le produit des degré des fj , il su�t de montrer que les fjsont algébriquement indépendants pour onlure. On applique le ritère jaobien. Comme

∂xn

∂xi
= −1 si i < n, on a

∂fj
∂xi

= j(xj−1
i − xj−1

n ).Ainsi, le jaobien J vaut n! fois le déterminant de la matrie arrée M = (mi,j) de taille
n − 1 ave mi,j = xji − xjn. Rajoutons un 0 au début de haque ligne de la matrie (mi,j)ainsi qu'une nieme ligne (1, xn, x

2
n, . . . , x

n−1
n ), le déterminant de la matrie arré de taille

n obtenue est exatement elui de M . En ajoutant la dernière ligne aux n − 1 premièresautres, il vient que det(M) est le déterminant de Vandermonde de (x1, . . . , xn), i.e.
J = n!

∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).



62 QUELQUES CORRECTIONSCe déterminant est non nul dans (l'anneau intègre...) R[x1, . . . , xn−1], ar auun de sestermes ne l'est.Exerie 2 du TD 9 Soient g1, . . . , gn ∈ R := k[X1, . . . , Xn]
W une base de Chevalleyde l'algèbre des invariants, de degrés ordonnés d1 ≤ · · · ≤ dn. On suppose de plus que,quitte à renuméroter les fi, e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ en.Montrons que ∀r ≤ n, er ≥ dr. Tout d'abord, fj est un polyn�me en les gi. Comme ilest homogène, 'est une somme de mon�mes de la forme(1) n∏

i=1

g
αi,j

i , avec
∑

i

αi,jdi = ej , et alphai,j ≥ 1Si er < dr, alors ej < di pour j ≤ r ≤ i, de sorte que la relation (1) montre que αi,j = 0pour j ≤ r ≤ i. En partiulier, ela montre que
k[f1, . . . , fr] ⊂ k[g1, . . . , gr−1].Mais ela est impossible pour une raison de degré de transendane, ar f1, . . . , fr sontalgébriquement indépendants par hypothèse. Cela onlut er ≥ dr. Comme ∏

r er = |W | =∏
r gr, il vient en fait que er = gr pour tout r.Soient S := k[f1, . . . , fr] ⊂ R et d ≥ 1 un entier. On notera Sd (resp. Rd) le sous-espae des éléments homogènes de degré d. Les fi et gj étant homogènes, S =

∑
d≥1 Sdet R =

∑
d≥1Rd. Comme les fi (resp. les gi) sont homogènes de degré ei (resp. di) etalgébriquement indépendants :

dimk Sd = |{(k1, . . . , kn) ∈ Nn,
n∑

i=1

kiei = d}|, dimk Rd = |{(k1, . . . , kn) ∈ Nn,
n∑

i=1

kidi = d}|La relation ∀i, ei = di entraîne que dimk Sd = dimk Rd. L'inlusion Sd ⊂ Rd est don uneégalité, et S = R. �Exerie 3 du TD 9(a) L'anneau B est engendré omme k-algèbre par les oe�ients des polyn�mes Pi,qui sont en nombre �ni, don B est une k-algèbre de type �ni.Faisons agir G sur A[T ] par g(a0+a1T+ · · ·+anT n) := g(a0)+g(a1)T+ · · ·+g(an)T n, ilest lair que 'est une ation par automorphismes de k-algèbres qui induit l'ation donnéesur A, et que (A[T ])G = AG[T ]. On veut don montrer que si h ∈ H , h(Pi(T )) = Pi(T ).Mais h(∏g∈G(T −g(xi))) =
∏

g∈G(T −hg(xi)) =
∏

g∈G(T −g(xi)) = Pi(T ). Ainsi B ⊂ AG.(b) On vient de voir que Pi ∈ B[T ]. C'est de plus un polyn�me unitaire tel que Pi(xi) =
0, on en déduit que haque xi est entier sur B. Comme k ⊂ B et que A est engendré omme
k-algèbre par l'ensemble �ni des xi, il vient non seulement que A est entier sur B, maisaussi que A est �ni sur B. Ainsi, A est un B-module de type �ni. Comme B est une k-algèbre de type �ni, le théorème de la base de Hilbert assure qu'il est noethérien. Ainsi,tous les sous-B-modules de A sont de type �ni, ainsi don que AG (qui ontient B par (a)).



QUELQUES CORRECTIONS 63() Soient f1, . . . , fr ∈ AG tels que AG =
∑

iBfi, ela existe par (b). Si B est engendréomme k-algèbre par g1,. . .,gs, alors il est immédiat que AG est engendré omme k-algèbrepar f1, . . . , fr, g1, . . . , gs.Exerie 1 du TD 9(a) D'après le Nullstellensatz, I(V ((P ))) est le radial de (P ). Comme k[X1, . . . , Xn]est fatoriel, l'idéal engendré par le polyn�me irrédutible P est premier, et en partiulierégal à son radial : I(V ((P )) = (P ). Si Q s'annule sur V ((P )), par dé�nition Q ∈ I(V (P )),e qui onlut.(b) Si P ∈ k[X, Y ] est irrédutible, il reste irrédutible dans (k(X))[Y ] ar k[X] estfatoriel et par le théorème du ontenu de Gauss. De plus, si Q ∈ k[X, Y ] est divisible Pdans (k(X))[Y ], le lemme du ontenu montre aussi que Q est divisible P par k[X, Y ]. Ene�et, Q = PR ⇒ c(Q) = c(P )c(R), mais c(P ) = 1 par irrédutibilité de P dans k[X, Y ],puis c(R) = c(Q) ∈ k[X] par l'hypothèse Q ∈ k[X, Y ]. Ainsi, sous les hypothèses du (b),
P et Q sont premiers entre eux dans (k(X))[Y ]. Cet anneau étant prinipal, il existe unerelation de Bezout entre P et Q, i.e. A′P + B′Q = 1, ave A′, B′ ∈ (k(X))[Y ]. Mais si Cest un dénominateur ommun des oe�ients de A′ et B′, et A := CA′ et B := CB′, alors
A, B ∈ k[X, Y ], C 6= 0 ∈ k[X], et AP +BQ = C.() Soit M = (x, y) ∈ V (P ) ∩ V (Q). Par hypothèse, P (x, y) = Q(x, y) = 0 et don
C(x) = 0, C étant le polyn�me non nul dé�ni en (b). Cela ne laisse qu'un nombre �nid'absisses x possibles pour M . Mais il est lair que e qui a été fait au (b) pour le ouplede variables (X, Y ) peut aussi être fait pour (Y,X), de sorte que le même argument montrequ'il n'y a qu'un nombre �ni d'ordonnées possibles pour M . Ainsi, V (P ) ∩ V (Q) est �ni.Pour retrouver le (a) il su�t de montrer que si P ∈ k[X, Y ] est irrédutible, V (P ) estin�ni. Érivons

P (X, Y ) = a0(X) + a1(X)Y + · · ·+ an(X)Y n, ai ∈ k[X].Comme P est irrédutible, soit l'un des ai ave i > 0 est non nul, soit P (X, Y ) = (X − x),ave x ∈ C. Le résultat est trivial dans le seond as ar V (P ) = {x} × k et k est in�ni4.Dans le premier as, si aj 6= 0, il existe une in�nité de x ∈ k tels que aj(x) 6= 0, et dontels que P (x, Y ) ∈ k[Y ] est un polyn�me non onstant ar j > 0. Un tel polyn�me a dontoujours une raine y ∈ k ar k est algébriquement los. Cela onlut.(d) Par dé�nition, la topologie sur V (P ) admet pour base de fermés les V (f) ∩ V (P )où f ∈ k[X, Y ]. Si f = gh, V (f) = V (g) ∪ V (h) de sorte que l'on peut supposer que firrédutible et que f 6= λ.P pour λ ∈ k∗. Dans e as, P ne divise pas f le (b) montre que
V (f)∩V (P ) est �ni. Les fermés de V (P ) sont don tous �nis. Réiproquement, il su�t devoir que les points sont fermés. Mais ela vient de e que {(x, y)} = V (P )∩V ((X−x, Y−y)).Exerie 3 du TD 94Un orps algébriquement los est in�ni. En e�et, si K est �ni, 1 +

∏
x∈K(X − x) ∈ K[X ] n'a pas deraine dans K.



64 QUELQUES CORRECTIONS(a) Soit n ≥ 2. Par dé�nition, M ∈ M2(k) est dans V (In) si, et seulement si, Mn = 0.De plus, M ∈ V (I1) si, et seulement si, tr(M) = det(M) = 0. Le lemme lassique suivantmontre alors que V (In) est toujours égal à l'ensemble des matries nilpotentes de M2(k),et don à fortiori qu'il est indépendant de n.Lemme Si k est un orps et M ∈M2(k), les onditions suivantes sont équivalentes :i) ∃n ≥ 1, Mn = 0 ("M est nilpotente"),ii) ∀n ≥ 2, Mn = 0,iii) tr(M) = det(M) = 0.Il est en e�et lair que ii) ⇒ i). Puis i) implique que M est trigonalisable ave des 0sur la diagonale, don iii). En�n, par Cayley-Hamilton, iii) ⇒M2 = 0 ⇒ ii).(b) Moralement, on a envie de onsidérer la k-algèbre quotient k[a, b, c, d]/(a+d, ad−bc),et de dire que a ≡ −d, de sorte qu'elle s'identi�e à k[a, b, c]/(a2+bc). Admettons ei. Cettedernière k-algèbre est intègre ar a2 + bc est un irrédutible de l'anneau fatoriel k[a, b, c].Ainsi, la première l'est aussi, i.e. I1 est premier. Nous allons justi�er proprement la premièreidenti�ation plus haut.On pose u := a + d. Il est lair que k[a, b, c, d] = k[a, b, c, u] et que I1 = (u, ad − bc) =
(u, a2 + bc). Considérons le morphisme de k-algèbres

ϕ : k[a, b, c, u] → k[a, b, c]/(a2 + bc),envoyant P (a, b, c, u) sur P (a, b, c, 0). Il est surjetif et ontient (u, a2 + bc) dans son noyau.Soit P ∈ Ker(ϕ), il vient que P (a, b, c, 0) = A(a, b, c)(a2 + bc) où A ∈ k[a, b, c], puis
P (a, b, c, u) = A(a, b, c)(a2+bc)+uB(a, b, c, d), B ∈ k[a, b, c, u]. Ainsi, Ker(ϕ) = (u, a2+bc).Cela justi�e l'a�rmation plus haut, et onlut que I1 est premier.D'après le (a), V (In) = V (I1). Le Nullstellensatz assure don que √

In = I(V (In)) =√
I1. Mais √I1 = I1 ar I1 est premier par le paragraphe préédent.() En érivant Nn+1 = N.Nn, on voit que In+1 ⊂ In. Nous allons expliquer de deuxfaçons que l'inlusion est strite. La première méthode repose sur l'étude des solutionsin�nitésimales des systèmes d'équations polynomiales dé�nis par les In, et la seonde surun argument d'homogénéité.� L'idée est la suivante. Le lemme plus haut aratérisant les matries nilpotentes n'estplus vrai en général si k est remplaé par un anneau qui n'est intègre, par exemplepar kn := k[ε]/(εn+1), n ≥ 1. En e�et, sur et anneau, la matrie diagonale M :=

diag(ε, 0) satisfait Mn+1 = 0 mais Mn 6= 0. Les systèmes d'équations polynomialesdé�nis par les idéaux In et In+1 n'ont don pas les mêmes solutions dans M2(kn) etne peuvent don pas être égaux. Justi�ons e dernier point.Soit I un idéal de k[X1, . . . , Xn] et B une k-algèbre ommutative quelonque. Onpose
V (I, B) := {(b1, . . . , bn) ∈ Bn, ∀f ∈ I, f(b1, . . . , bn) = 0} ⊂ Bn.



QUELQUES CORRECTIONS 65Il est lair que V (I) = V (I, k), et que si I ⊂ J , V (J,B) ⊃ V (I, B). Le Nullstellensatzassure que la onnaissane de V (I, k) permet de retrouver √I, mais pas I. En général,on a besoin des V (I, B) ave B ontenant des éléments nilpotents pour distinguerdeux idéaux ayant même radial.Appliquons ei à nos idéaux In et In+1, et B = kn. L'exemple plus haut montreque V (In, kn) ( V (In+1, kn), et don In 6= In+1. Ce que l'on voulait.� (solution de Bruno J. et Sylvain R.) Soient an, bn, cn et dn ∈ k[a, b, c, d] les oe�ientsde Nn. Il est lair qu'ils sont homogènes de degré n, i.e. satisfont f(ta, tb, tc, td) =
tnf(a, b, c, d), de sorte que In est engendré par des éléments homogènes de degré n.En partiulier, tout polyn�me homogène de In est de degré ≥ n. Ainsi In+1 ( In arle seond ontient un élément homogène de degré n et pas le premier.Exerie 1 du TD 8D'après un résultat du ours, l'ensemble Z des nombres omplexes qui sont entiersalgébriques sur Z est un sous-anneau de C. Il ontient toutes les raines de l'unité (annuléespar un Xn − 1), ainsi don que 1 + 2i, ζ := e2iπ/n et ζ + ζn−1 = 2 cos(2π/n).Si n ∈ Z est ≡ 1 mod 4, alors 1+

√
n

2
est annulé par X2 +X+ 1−n

4
∈ Z[X], e qui montreque 1+

√
5

2
∈ Z.D'après un résultat du ours, Q est intégralement los, et don Q ∩ Z = Z : 1/5 /∈ Z.Si K ⊂ C est un sous-orps galoisien �ni sur Q et x ∈ Z ∩ K, alors pour tout σ ∈

Gal(K/Q), σ(x) ∈ K ∩ Z (appliquer σ à une équation polynomiale unitaire à oe�ientsentiers satisfaite par x). En partiulier, 3+4i
5

∈ Z ⇒ 3+4i
5

+ 3−4i
5

= 6/5 ∈ Z, e qui estabsurde par le paragraphe préédent. De même, 1+
√

3
2

1−
√

3
2

= −1/2 montre que5 1+
√

3
2

/∈ Z.Soient n ≥ 1, ζ := e2iπ/n et x := cos(2π/n) = ζ+ζ−1

2
, tous es nombres sont dansl'extension galoisienne Q(ζ). Soient x1, . . . , xk les onjugués de x sur Q, i.e. les autresraines du polyn�me minimal de x sur Q. Il sont tous de la forme

σ(x) =
σ(ζ) + σ(ζ)−1

2
, σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q),don de la forme cos(2kπ/n) pour ave (k, n) = 1. Supposons que x, et don tous les xi,sont dans Z. Il en va de même pour leur produit p :=

∏n
i=1 xi ∈ Z. Mais pour tout i, xi estun nombre réel dans [−1, 1], ainsi don que p, d'où p = 0, −1 ou 1. Si p = 0, 'est que l'undes xi est nul, mais alors xi = x = 0 est de degré 1 sur Q et n = 4. Si p = ±1, il en va demême pour tous les xi, et don enore x = xi = p = ±1. Ainsi, x ∈ Z si, et seulement si,

n = 1, 2, 4, auquel as x = 1,−1, 0 respetivement.Remarques: La preuve i-dessus est une variante de elle que nous avions donnée en TD quin'utilise pas le fait que [Q(x) : Q] = ϕ(n)/2. Rappelons que ette dernière égalité vient dee que [Q(ζ) : Q] = ϕ(n) par irrédutibilité du nieme polyn�me ylotomique, et de e que
[Q(ζ) : Q(x)] = 2 ar ζ2 − 2ζx+ 1 = 0.5Par ontre, vous pouvez véri�er que 1+

√
3√

2
∈ Z !



66 QUELQUES CORRECTIONSL'exerie 3 donne en fait une ondition néessaire et su�sante sur le polyn�me minimalunitaire Px d'un nombre algébrique x ∈ C pour qu'il soit entier sur Z : il faut et su�t que
Px ∈ Z[X]. Ce ritère aurait ependant été assez peu pratique pour véri�er que cos(2π/n) /∈ Z.Exerie 2 du TD 8 Le orps de fration de l'anneau A = Z[i] (resp. A = C[T 2, T 3])est Q(i) (resp. C(T )). Il ontient l'élément i (resp. T ), qui n'est pas dans A, mais qui estentier sur A ar i2 ∈ Z ⊂ Z[i] (resp. T 2 ∈ A).Exerie 3 du TD 8(a) Soit x ∈ L et P son polyn�me minimal unitaire surK, P (x) = 0. Si P est dans A[X],
x est entier sur A. Réiproquement, supposons x entier sur A, et onsidérons x1, . . . , xn lesraines de P dans une l�ture algébrique de L. Soit Q ∈ A[X] unitaire tel que Q(x) = 0.Alors P divise Q dans K[X] et don Q(xi) = 0 pour haque i. Ainsi, xi est entier sur A, equi montre l'indiation. Mais haque oe�ient de P est dans Z[x1, . . . , xn], don entier sur
A par un résultat du ours ("les entiers sur A de L forment un sous-anneau"), mais aussidans K. L'anneau A étant intégralement los, il vient que P ∈ A[X], e que l'on voulait.(b) Notons que si P ∈ K[X], P (mx) = mP (x), et que mx = 0 si, et seulement si, x = 0,de sorte que le polyn�me minimal de mx vu omme K-endomorphisme de L est aussi eluide x. On onlut par le lemme général standard d'algèbre linéaire : "Soit K un orps et
M ∈ Mn(K), le polyn�me minimal de M et son polyn�me aratéristique ont les mêmesfateurs irrédutibles".Dans le as qui nous intéresse plus partiulièrement où le polyn�me minimal de Mest irrédutible, i.e. K[M ] est un orps, il su�t de onsidérer une base (ei) de Kn omme
K[M ]-espae vetoriel, puis de aluler le déterminant deX.1−M dans la base télesopiquedes M jei, j ≤ deg(P ) − 1.() On a vu au (b) que χx = Pm. Par le (a), si x est entier sur A, P ∈ A[X] et don
χx = Pm ∈ A[X]. La réiproque est évidente ar χx est unitaire.Exerie 4 du TD 8(a) Le orps de frations de Z[i

√
5] est K := Q(i

√
5). Comme Z[i

√
5] est entier sur

Z, x ∈ K est entier sur Z[i
√

5] si, et seulement si, il est entier sur Z. Soit z := a + bi
√

5entier sur Z ave a, b ∈ Q. Par un argument déjà donné dans la orretion de l'exerie 1,
z′ := a − bi

√
5 est aussi entier sur Z, ainsi que z + z′ = 2a et zz′ = a2 + 5b2. Comme ilssont dans Q, ils sont don dans Z ("Q est intégralement los"). Si 2a est un entier impair,il vient que 5(2b)2 ∈ −1 + 4Z. En partiulier, 2b aussi est un entier impair, et on obtientune ontradition modulo 4. Ainsi, 2a est un entier pair, puis a ∈ Z, et 5b2 ∈ Z ⇒ b ∈ Z.(b) Considérons la relation 6 = 2.3 = (1 + i

√
5)(1 − i

√
5) ∈ Z[i

√
5]. S'il on montre que

2, 3, 1+ i
√

5 et 1− i
√

5 sont des irrédutibles, et que ni 2 ni 3 n'est assoié à 1+ i
√

5, alors
Z[i

√
5] n'est pas fatoriel. Soit z l'un de es nombres, s'il est rédutible il s'érit z = abave a, b ∈ Z[i

√
5] non unités. Nous allons herher une ontradition.



QUELQUES CORRECTIONS 67Il importe en premier lieu de trouver les unités de l'anneau A := Z[i
√

5]. Si u, u′ ∈ Asatisfont uu′ = 1, alors en notantN la norme omplexe au arré il vient que N(u)N(u′) = 1,don N(u) = 1 = c2 + 5d2 si u = c+ id
√

5. Ainsi, d = 0 et u = u′ = ±1. On a montré que
A∗ = {±1} et que u ∈ A∗ si, et seulement si, N(u) = 1.Revenons à z = ab et prenons enore le arré de la norme. On a N(z) = N(a)N(b)ave N(a), N(b) > 1. Les N(z) possibles pour les di�érents z sont 4, 9 et 6. On onlutar il n'existe auun élément x ∈ A tel que N(x) = 2 ou 3, ar c2 + 5d2 ne prend jamaises valeurs sur Z2.Il ne reste qu'à voir que z = 1 + i

√
5 n'est assoié ni à 2 ni à 3. Mais il est évident que

z n'est pas de la forme z = 2u ou 3u pour u ∈ A (soit en prenant N , soit ar l'érituresous la forme c+ id
√

5 ave c, d ∈ Z est unique et ni 2 ni 3 ne divise 1...).Exerie 1 du TD 7(a) Considérons ∆ :=
∏

i<j(Xi−Xj)
2 ∈ R := Z[X1, . . . , Xn]. Alors ∆ est invariant par

Sn, il est don dans Z[Σ0, . . . ,Σn−1], Σi étant le ieme polyn�me symétrique élémentaire.Considérons le morphisme d'anneaux f : R[X] → K[X] dé�ni par Xi 7→ xi, X 7→ X.Alors f(∆) = dis(P ) et appliquant f à ∏n
i=1(X − Xi) =

∑n
i=0 Σi(−1)n−iX i, on trouveque(2) P (X) =

n∑

i=0

f(Σi)(−1)n−iX i.Mais f(X) ∈ k[X] et don les f(Σi), puis dis(P ), sont dans k. Par dé�nition, dis(P ) = 0si, et seulement si, P a une raine multiple dans k, si, et seulement si, P n'est pas séparable.(b) Soit σ ∈ Gal(K/k) ⊂ S({x1, . . . ., xn}) ≃ Sn (noter que P est séparable parhypothèse). On remarque que σ permute les ouples (i, j) ave i 6= j, et que si n(σ) désignele nombre de ouples i < j tels que σ(i) < σ(j) alors on sait que (−1)n(σ) est la signature
ε(σ) de σ. Ainsi, σ(δ) = ε(σ).δ. En partiulier, K/k étant galoisienne, Gal(K/k) ⊂ An si,et seulement si, δ ∈ KGal(K/k) = k, si, et seulement si, dis(P ) = δ(P )2 est le arré d'unélément de k.() On onsidère le même morphisme f : R[X] → K[X] qu'en (a). Notons que parhypothèse, P (X) ∈ A[X], de sorte que par la formule (2), les f(Σi) et dis(P ) sont dans
A. D'après le (a), il su�t de voir que l'image de dis(P ) dans A/Q est égale à dis(P ).Soit L ⊃ A/Q un orps de déomposition de P ∈ (A/Q)[X], {yi} les n raines de P dans
L (éventuellement ave multipliité) f ′ : R[X] → L[X] le morphisme d'anneaux natureldé�ni par Xi 7→ yi. On a vu au (a), on a que dis(P ) = f(∆) et dis(P ) = f ′(∆) où ∆ estdans le sous-anneau R′ := Z[Σ0, . . . ,Σn−1]. Mais on a vu i-dessus que f(R′) ⊂ A[X], desorte que l'on peut onsidérer f : R′[X] → (A/Q)[X] ⊂ L[X] par projetion A → A/Q.Il su�t don de voir que f = f ′

|R′[X]. Mais omme es deux morphismes oïnident sur
X, il su�t de voir qu'ils oïnident sur les Σi, mais ela est une onséquene direte de laformule (2).



68 QUELQUES CORRECTIONS(d) Le (i) est un as partiulier de la première assertion de (), le (ii) de la seonde.Le (iii) est onséquene du (ii) et du seond point du (a), ar un entier non nul n'a qu'unnombre �ni de diviseurs premiers.Exerie 2 du TD 7 (Ave exemple d'utilisation de Maple)maple Maple Output 2D Math 2D Output ative1da :=X3 −X + 1;inert2da := X3 −X + 1; a := X3 −X + 1ative1dBerlekamp(a,X) mod 2 ;inert2d{X3 +X + 1}; {X3 +X + 1}ative1dBerlekamp(a,X) mod 5 ;inert2d{X2 + 3 ∗X + 3, X + 2}; {X2 + 3X + 3, X + 2}ative1dgalois(a,X) ;inert2d"3T2", {"S(3)"}, "-", 6, {"(1 2)", "(1 2 3)"} ;�3T2�, {�S(3)�}, �-�, 6, {�(1 2)�, �(1 2 3)�}
a est irrédutible modulo 2 ar n'a pas de raines dans F3. Le théorème de Gaussimplique qu'il est irrédutible dans Q[X]. Son groupe de Galois sur Q est alors un sous-groupe transitif G de S3. Il ontient don un 3-yle (ela se déduirait aussi de e que a estirrédutible mod. 2). Comme a mod 5 est séparable de type (2, 1), il vient que G ontientune transposition, don G = S3.ative1db :=X3 − 7 ∗X + 7;inert2db := X3 − 7 ∗X + 7; b := X3 − 7X + 7ative1difator(disrim(b,X)) ;inert2d�(7)2; (7)2ative1dBerlekamp(b,X) mod 2 ;inert2d{X3 +X + 1}; {X3 +X + 1}ative1dgalois(b,X) ;inert2d"3T1", {"A(3)"}, "+", 3, {"(1 2 3)"} ;�3T1�, {�A(3)�}, �+�, 3, {�(1 2 3)�}Comme préédemment, G est un sous-groupe transitif de S3. Comme son disriminantest un arré dans Q, il tombe dans A3. C'est don A3.En fait, voii omment on peut onstruire plein d'exemples de polyn�mes de groupesde Galois A3. Soit p un nombre premier ongru à 1 mod 3. C'est un théorème de Gaussque 4p = A2 +27B2 pour des entiers A et B, et aisé à véri�er en pratique. Ii 4.7 = 1+27.Notons que l'on a 4p3 − 27(pB)2 = (pA)2, de sorte que le disriminant du polyn�me

X3 − pX + pB,



QUELQUES CORRECTIONS 69est un arré. Noter de plus que e polyn�me est toujours irrédutible par Eisenstein en p,de sorte que son groupe de Galois est A3.ative1d :=X4 + 25 ∗X3 + 5 ∗X2 + 25 ∗X − 19;inert2d := X4 + 25 ∗X3 + 5 ∗X2 + 25 ∗X − 19; c := X4 + 25X3 + 5X2 + 25X − 19ative1dBerlekamp(,X) mod 2 ;inert2d{X4 +X3 +X2 +X + 1}; {X4 +X3 +X2 +X + 1}ative1dBerlekamp(,X) mod 3 ;inert2d{X3 + 2 ∗X + 2, X + 1}; {X3 + 2X + 2, X + 1}ative1dgalois(,X) ;inert2d"4T5", {"S(4)"}, "-", 24, {"(1 3 2 4)", "(1 3 4 2)"} ;�4T5�, {�S(4)�}, �-�, 24, {�(1 3 2 4)�, �(1 3 4 2)�}Comme préédemment, l'irrédutibilité de la rédution mod 2 de c montre que c estirrédutible dans Q[X] et que son groupe de Galois G est un sous-groupe transitif de S4par l'ation naturelle sur les 4 raines de c. Pour véri�er l'irrédutibilité de c mod 2. Onpeut remarquer que 'est un polynome ylotomique : préisément 'est ϕ5 mod 2, qui estdon irrédutible ar 2 engendre (Z/5Z)∗ (f. ex. 8 TD4). Sinon, il su�t de véri�er qu'iln'a pas de raines dans F4 = {0, 1, j, j2} (j3 = 1), e qui est tres faile : 'est lair pour
0 et 1, et pour x = j, j2 on a c(x) = x + 1. De plus, le polyn�me X3 − X − 1 induit lafontion polynomiale 1 sur F3, il n'y a don pas de raines : il est irrédutible6. c mod 3est don séparable de type (3, 1).Ainsi, G ontient un 3-yle et un 4-yle. Cela su�t pour engendrer S4 ar un telsous-groupe a au moins 12 éléments et n'est pas A4 (noter que An est le seul sous-grouped'indie 2 de Sn). Don G = S4.ative1dd :=X4 + 4 ∗X3 + 12 ∗X2 + 24 ∗X + 24;inert2dd := X4 + 4 ∗X3 + 12 ∗X2 + 24 ∗X + 24; d := X4 + 4X3 + 12X2 + 24X + 24ative1difator(disrim(d,X)) ;inert2d�(2)12 ∗ “(3)4; (2)12 (3)4ative1dBerlekamp(d,X) mod 5 ;inert2d{X3 + 2 ∗X + 1, X + 4}; {X3 + 2X + 1, X + 4}ative1dgalois(d,X) ;inert2d"4T4", {"A(4)"}, "+", 12, {"(1 3 2)", "(1 4 2)"} ;�4T4�, {�A(4)�}, �+�, 12, {�(1 3 2)�, �(1 4 2)�}Même raisonnement que préédemment. La donnée de d mod 5 (et le thm de Gauss)montre que d est irrédutible ar il n'a pas de raine. La donnée du disriminant montre6En fait 'est même un polyn�me d'Artin-Shreier : Xq −X + a, toujours irrédutible sur Fq



70 QUELQUES CORRECTIONSque G ⊂ A4. On onlut que G = A4 ar 4||G| par transitivité sur {1, ..., 4} et 3||G| à ausedu 3-yle donné par d mod 5.ative1de :=X5 +X + 3;inert2de := X5 +X + 3; e := X5 +X + 3ative1dBerlekamp(e,X) mod 2 ;inert2d{X2 +X + 1, X3 +X2 + 1}; {X2 +X + 1, X3 +X2 + 1}ative1dBerlekamp(e,X) mod 7 ;inert2d{X5 +X + 3}; {X5 +X + 3}ative1dgalois(e,X) ;inert2d"5T5", {"S(5)"}, "-", 120, {"(1 2 3 4 5)", "(1 2)"} ;�5T5�, {�S(5)�}, �-�, 120, {�(1 2 3 4 5)�, �(1 2)�}
ative1df :=X5 +X4 + 5 ∗X3 + 5 ∗X2 + 5 ∗X + 4;inert2df := X5+X4+5∗X3+5∗X2+5∗X+4; f := X5 +X4 + 5X3 + 5X2 + 5X + 4ative1dBerlekamp(f,X) mod 2 ;inert2d{X, X4 +X3 +X2 +X + 1}; {X, X4 +X3 +X2 +X + 1}ative1dBerlekamp(f,X) mod 5 ;inert2d{X5 +X4 + 4}; {X5 +X4 + 4}ative1dBerlekamp(f,X) mod 7 ;inert2d{X3 + 5, X + 6, X + 2}; {X3 + 5, X + 6, X + 2}ative1dgalois(f,X) ;inert2d"5T5", {"S(5)"}, "-", 120, {"(1 2 3 4 5)", "(1 2)"} ;�5T5�, {�S(5)�}, �-�, 120, {�(1 2 3 4 5)�, �(1 2)�}Exerie 2 du TD 6 P est irrédutible dans Q(j)[p, q][X] ar il est unitaire de degré

1 en q. L'anneau Q(j)[p, q] étant fatoriel, il l'est enore dans Q(j, p, q)[X].En�n, P est séparable ar on est en aratéristique 0. Son groupe de Galois est unsous-groupe transitif de S3, qui est A3 si, et seulement si, le disriminant de P est un arrédans Q(p, q, j). Mais e disriminant est d := −4p3 − 27q2. Par fatorialité de Q(j)[p, q], ilsu�t de voir que d n'est pas un arré dans Q(j)[p, q]. Mais ei est lair ar modulo q, i.e.dans Q(j)[p], 'est −4p3 qui pas un arré ar de degré impair en p.(b) SoientX1,X2 etX3 les trois raines de P dansK, δ := (X1−X2)(X1−X3)(X2−X3),on sait que δ2 = d = −4p3 − 27q2. On pose k := Q(j, p, q). K/k(δ) est une extension deKummer (de degré 3) ar j ∈ k(δ), elle est don obtenue par extration d'une raineubique. D'après le (a), il existe σ ∈ Gal(K/k(δ)) un automorphisme orrespondant au
3-yle (1, 2, 3), 〈σ〉 = Gal(K/k(δ)). Expliitement, si A := X1 + j2X2 + jX3, σ(A) = jA



QUELQUES CORRECTIONS 71et don A3 ∈ k(δ). On sait don que l'on peut exprimer expliitement A3 en fontion de
p, q, j et δ, de même pour le ube de B = X1 + jX2 + j2X3. On trouve :

A3 =
−3

√
−3δ − 27q

2
, B3 =

3
√
−3δ − 27q

2En maple, il su�rait d'érire :
〉 simplify((X+u∗Y +u2∗Z)3, {u2+u+1, X+Y +Z,X∗Y ∗Z = −q,X∗Y +X∗Z+Y ∗Z =
p, (X − Y ) ∗ (X − Z) ∗ (Y − Z) = d}) ;Cela renvoie

3 ∗ u ∗ d− 27/2 ∗ q + 3/2 ∗ dEn�n, par hypothèse, on a X1 + X2 + X3 = 0. On dispose ainsi d'un système linéaire3,3 sur les Xi dont la matrie est elle de Vandermonde pour (1, j2, j), don inversible.L'inversion de ette matrie est failité par le fait que 'est une similitude unitaire derapport 3, son inverse est don le tiers de son adjoint. On trouve que :
X1 =

A +B

3
, X2 =

jA+ j2B

3
, X3 =

j2A+ jB

3
,

A et B étant des raines ubiques d'éléments expliites de Q(j, p, q, δ) donnés plus haut.Ce sont les formules de Cardan-Tartaglia.Exerie 5 du TD 6(a) Le sous-groupe de Sn engendré par τ := (1, 2) et c := (1, 2, .., n) ontient les
ci−1τc1−i = (i, i+1), puis les (1, i) = (i−1, i)(1, i−1)(i, i−1), puis (i, j) = (1, j)(1, i)(1, j),'est don tout Sn.Un élément d'ordre p de Sp est un p-yle, et on peut toujours supposer, quitte àrenuméroter, que la transposition de l'énoné est (1, 2). Mais p étant premier, une puissane
< p du p-yle envoie 1 sur 2, et 'est enore un p-yle ar p est premier, e qui nous ramèneau as du paragraphe préédent.Véri�er que dans S4, (1, 3) et (1, 2, 3, 4) satisfont τc = c−1τ . Ils engendrent don ungroupe de ardinal 8, stritement inlus dans S4. Ainsi, l'hypothèse p premier est biennéessaire.(b) P = X5 − 4X + 2 est irrédutible dans Q[X] par le ritère d'Eisenstein, on note
S := {x1, . . . , x5} l'ensemble de ses 5 raines, K := Q(x1, . . . , x5), G := Gal(K/Q). Gagit par permutation sur les éléments de S, d'où un morphisme ϕ : G → S(S) ≃ S5, emorphisme est injetif ar S engendre K omme Q-algèbre. On sait que l'ation de G sur
S est transitive ar P est irrédutible. Érivons S omme l'orbite de x1 sous G disons, leardinal de l'orbite divisant elui de G, on a que 5 divise |G| = |ϕ(G)|. 5 étant premier, Ga don un élément d'ordre 5. Les seuls éléments d'ordre 5 dans S5 étant les 5-yles, ϕ(G)ontient un 5-yle. De plus, une étude rapide de la fontion d'une variable réelle x 7→ P (x)montre que P a exatement 3 raines réelles. Ainsi, la onjugaison omplexe agit sur S parun élément qui est une transposition dans ϕ(G). Le (a) onlut que ϕ(G) ≃ G ≃ S5.



72 QUELQUES CORRECTIONS(,d) Le raisonnement préédent montre qu'il su�t de trouver un polyn�me irrédutiblede degré premier p ayant exatement 2 raines omplexes. Le problème étant trivial pour
p = 2, on peut supposer p > 2. Soit Pn := (X2 +1)X(X−1)(X−2)(X−(p−3))+1/n. Parontinuité des raines d'un polyn�me en fontion de ses oe�ients, Pn a exatement deuxraines omplexes non réelles quand n est assez grand. Montrons que l'on peut le hoisirirrédutible dans Q[X]. Notons que Pn(X) est irrédutible dans Q[X] si, et seulementsi, XpPn(1/X) l'est. Mais si n est premier, on voit que nXpPn(1/X) est un polyn�med'Eisenstein, don irrédutible. On onlut don en prenant n premier assez grand.Exerie 9 du TD 6 (Luy et Lily) Voir l'adresse web :http ://www.math.umd.edu/˜res/Java/App13/test1.htmlExerie 12 du TD 6 (Problème) On supposera k de aratéristique nulle pour simpli-�er.(a) k étant parfait, K/k est galoisienne �nie, soit G son groupe de Galois. On supposepar l'absurde que G 6= {1}, on peut don trouver H ⊂ G un sous-groupe ylique d'ordrepremier, disons p. On pose L := KH . L'extension K/L est galoisienne ylique d'ordre p.Si p est impair, montrons que L ontient les raines piemes de l'unité : une telle raine estde degré ≤ p − 1 sur L, et divisant p = [K : L], don de degré 1. Par le théorème destruture des extensions yliques d'ordre n quand le orps de base ontient toutes les nraines nieme de l'unité, on peut don érire K = L( p

√
a), a non une puissane pieme dans

L. Mais alors Xp2 − a est irrédutible dans L[X] par l'exerie préédent du TD, et don
[K : L] ≥ p2 : 'est absurde. On a don p = 2, et K = L(

√
a), a ∈ L qui n'est pas un arré.Enore par l'exerie préédent du TD, a = −4b4 pour un b ∈ L (sinon X4 − a estirrédutible dans L[X] et [K : L] ≥ 4). On en déduit que L(

√
a) = L(

√
−1), e qui estabsurde ar −1 est un arré dans L par hypothèse. Ainsi, K = k.(b) On applique la question préédente à k(√−1).() Montrons qu'une somme de deux arrés est un arré, on pose i =
√
−1 ∈ K. Si

x, y ∈ k, x2 + y2 = (x + iy)(x − iy), et on peut trouver u ∈ K tel que x + iy = u2 (Kest algébriquement los). Si σ désigne l'unique automorphisme non trivial de l'extensiongaloisienneK/k (de degré 2), σ(i) = −i, et on a x2+y2 = u2σ(u2) = (uσ(u))2 et uσ(u) ∈ k.
x ≤ x est évident pour tout x ∈ k. Une somme de deux arré étant un arré, x ≤ y et

y ≤ z impliquent que x ≤ z. Notons que pour x, y et z dans k, x ≤ y si, et seulement si,
x + z ≤ y + z. Ainsi, si x ≤ y et y ≤ x, y − x est un arré dans k ainsi que son opposé.Si y − x 6= 0, ela implique que −1 est un arré, e qui n'est pas, don y = x. De même,pour voir que l'ordre est total, il su�t de voir que tout élément de k, ou son opposé, estun arré dans k. Mais si x ∈ k, x = u2 dans K, et σ(u)2 = x = u2 implique que σ(u) = uou −u, puis respetivement que x ou −x est un arré dans k.L'ordre induit sur Q satisfait 1 > 0 don p/q > 0 si, et seulement si, p/q est positif ausens usuel, e qui onlut immédiatement.



QUELQUES CORRECTIONS 73(d) Il su�t de remarquer qu'un polyn�me irrédutible unitaire P ∈ k[X] est de degré
1 ou 2, et que s'il est de degré 2, il est de la forme x2 + ax + b = (x + a/2)2 + ∆2 ave
∆ ∈ k, don stritement positif. On onlut en regardant les hangements de signe.(e) Pour voir que k est arhimédien, il su�t de voir que si 1 < x ∈ k, il existe n ∈ Ntel que x < n. x étant algébrique sur Q, on a xn = an=1X

n−1 + · · ·+ a0, les ai étant dans
Q. Il est faile de voir que |.| satisfait l'inégalité triangulaire, et |xy| = |x||y|. Il vient que

|x|n = |xn| ≤ n(sup
i

|ai|)|x|n−1,puis |x| ≤ n supi{|ai|} ∈ Q>0, puis e qu'on voulait.(f) On déduit de la propriété d'être arhimédien que les nombres rationnels sont densesdans k pour la topologie engendrée par les intervalles ouverts. En e�et, si 0 < x < y ∈ k,soit n ∈ N tel que n(y−x) > 2, alors l'intervalle ]nx, ny[ ontient un entierm : le suesseurdu plus grand élément de l'ensemble �ni (ar k arhimédien) des entiers inférieur à nx.On onsidère l'appliation ι : k → R, x 7→ supz∈Q,z<x∈k z. Il est aisé de véri�er que ι est
Q-linéaire, stritement roissante (par densité de Q dans k), puis ontinue. Sa restritionà Q est un morphisme de orps (l'identité !), ainsi don que sur k par densité.L'image de ι tombe dans Q ∩ R, qui est d'indie 2 dans Q par le théorème d'Artin (esont les invariants de la onjugaison omplexe). ι s'étend un morphisme Q → Q, qui estun isomorphisme omme tout tel morphisme, en partiulier 2 = [Q : K] = [Q : ι(K)] =
[Q : R ∩ Q][R ∩ Q : ι(K)] montre que ι est un isomorphisme de K sur Q ∩ R.(g) Si H ⊂ G := Gal(Q/Q) est d'ordre �ni, le théorème d'Artin nous dit que Q/Q

H est�nie de degré |H|. Le (b) assure que et ordre est don 2. On note τ l'élément non trivialde H .Soit K := Q
〈τ〉, d'après (f) il existe un isomorphisme de orps σ : K → R ∩ Q. On endéduit que τ = σ−1cσ, c ∈ Gal(Q/Q) désignant la onjugaison omplexe.Exerie 2 du TD 5 Toute extension �nie de Q est séparable ar Q est de aratéristique

0. Une extension �nie du type Q(x1, . . . , xn)/Q est don galoisienne si, et seulement si, elleest normale, e qui est équivalent à demander que les polyn�mes minimaux des xi sur Qsoient sindés dans Q(x1, . . . , xn). En partiulier, si les xi sont les raines d'un polyn�medans Q[X], Q(x1, . . . , xn)/Q est galoisienne. Si K/Q est le orps de déomposition sur Qd'un polyn�me dans Q[X], K/Q est don galoisienne. On verra toutes les extensions �niesqui suivent omme des sous-orps de C.(a) 11 n'est pas un arré dans Q, X2 −11 est don irrédutible dans Q[X] et [Q(
√

11) :
Q] = 2. Q(

√
11)/Q galoisienne ar 'est le orps de déomposition sur Q deX2−11 ∈ Q[X].On en déduit que Gal(Q(

√
11)/Q) a deux éléments, 'est don Z/2Z. L'élément non trivialest uniquement déterminé sur √

11 et ne le �xe pas (sinon il �xerait tout Q(
√

11)), ill'envoie don sur −√
11 7.7Noter que l'on a montré ainsi qu'il existe un automorphisme de Q(

√
11) envoyant a + b

√
11 sur

a− b
√

11 (a, b ∈ Q). En partiulier, ela prouve que a+ b
√

11 7→ a− b
√

11 est un morphisme de orps.



74 QUELQUES CORRECTIONSUn sous-orps de Q(
√

11) est de degré 1 ou 2 sur Q, 'est don Q ou Q(
√

11), et toutélément non dans Q est primitif. Il est lair que l'on peut remplaer 11 par tout entier nqui n'est pas un arré dans Z, et que tout e que l'on a dit i-dessus pour Q(
√

11) vautpour Q(
√
n).(b) Soit K := Q(

√
2,
√

3). K ontient Q(
√

2) et Q(
√

3) qui sont de degré 2 sur Qpar la remarque terminant le (a). Montrons que X2 − 2 est irrédutible dans Q(
√

3)[X].En e�et, s'il ne l'est pas, il a une raine dans Q(
√

3). Supposons don que √
2 = a + b

√
3(a, b ∈ Q), en appliquant l'automorphisme non trivial de Q(

√
3) on trouve ±√

2 = a−b
√

3.On en déduit √
2 = a ou √

2 = b
√

3, les deux sont absurdes en élevant au arré. Ainsi,
[K : Q] = [K : Q(

√
3)][Q(

√
3) : Q] = 4.

K/Q est galoisienne ar 'est le orps de déomposition de (X2 − 2)(X2 − 3) ∈ Q[X].Soit G := Gal(K/Q), on sait don que |G| = 4. Soit σ ∈ G, omme √
2 et √3 engendrent

K omme Q-algèbre, σ est entièrement déterminé par ses valeurs sur √3 et √2, qui valentrespetivement ±√
3 et ±√

2. Comme |G| = 4 (et pas moins), tous les as sont e�etivementpossibles. On voit de plus que G est alors ommutatif et que σ2 = 1 pour tout σ ∈ G, don
G ≃ (Z/2Z)2. Une autre façon de le dire est de remarquer que l'appliation

σ ∈ G 7→ (σ(
√

2)/
√

2, σ(
√

3)/
√

3) ∈ {±1}2est un isomorphisme de groupes.
K a trois sous-orps de degré 2 sur Q évidents qui sont Q(

√
2), Q(

√
3) et Q(

√
6).Il est immédiat de onstater que e sont respetivement les orps �xés par les éléments

(1,−1), (−1, 1) et (−1,−1) du groupe de Galois via l'isomorphisme i-dessus. Commeles sous-groupes d'ordre 2 qu'ils engendrent sont les seuls sous-groupes strits de {±1}2,la orrespondane de Galois nous assure que les 3 orps donnés plus haut sont les seulssous-orps strits de K.Un élément primitif est un élément qui n'engendre pas un sous-orps strit, 'est donun élément qui n'est pas dans Q(
√

2) ∪ Q(
√

3) ∪ Q(
√

6).() Soit K := Q(α), α := e2iπ/5. P := 1 + X + X2 + X3 + X4 ∈ Q[X] annule α,montrons qu'il est irrédutible dans Q[X]. Notons que P est irrédutible si, et seulementsi, P (X + 1) l'est, De plus, P (X + 1) = ((X + 1)5 − 1)/X = X4 + 5X3 + 10X2 + 10X + 5est un polyn�me d'Eisenstein pour p = 5, il est don irrédutible dans Q[X] ("ritèred'Eisenstein", f. rappels du TD 1). Notons que l'argument montre plus généralement quesi p est premier, 1 +X + · · · +Xp−1 est irrédutible dans Q[X].Ainsi, [K : Q] = 4.K/Q est galoisienne ar 'est le orps de déomposition du polyn�me
P ∈ Q[X] (ses raines sont toutes des puissanes de α, don dans K). On sait don que si
G := Gal(K/Q), |G| = 4. Comme α engendre K omme Q-algèbre, un automorphisme de
K est uniquement déterminé par sa valeur sur α, qui est une raine de P don de la forme
αk, k ∈ (Z/5Z)∗. Un véri�ation faile montre que l'appliation ainsi onstruite :

ψ : G→ (Z/5Z)∗, dé�nie par σ(α) := αψ(σ)



QUELQUES CORRECTIONS 75est un isomorphisme de groupes. G est don isomorphe à Z/4Z.
G a un unique sous-groupe strit, d'ordre 2 engendré par l'élément ψ−1(−1), envoyant

α sur α−1 (et automorphisme oïnide en fait ave la onjugaison omplexe). Par laorrespondane de Galois,K a don un unique sous-orps, qui est le orps �xé par ψ−1(−1).Remarquons que α+α−1 est dans e sous-orps, et il n'est pas dans Q ar sinon α serait dedegré ≤ 2 sur Q, e qui n'est pas. L'unique sous-orps strit herhé est don Q(α+ α−1).Notons que α + α−1 = 2 cos(2π/5), ainsi l'unique sous-orps de K est Q(cos(2π/5)). Onvéri�e en fait failement que α+α−1 a pour polyn�me minimal X2 +X − 1, e qui montreque Q(cos(2π/5)) = Q(
√

5). Les éléments primitifs sont les éléments qui ne sont pas danse dernier sous-orps ('est aussi l'ensemble des éléments non réels dans K).(d) Posons α := e2iπ/7, K := Q(α + α−1), L := Q(α). On proédant omme dans leas (), on trouve que L/Q est une extension galoisienne de degré 6, de groupe de Galoisisomorphe à (Z/7Z)∗ ≃ Z/6Z. K est le sous-orps de L �xé par la onjugaison omplexe,qui orrespond au sous-groupe d'ordre 2 engendré par l'élément −1 ∈ (Z/7Z)∗. On endéduit que [K : Q] = 3, puis que K/Q est galoisienne ar e sous-groupe est distingué 8.Le groupe de Galois de K/Q est don (Z/7Z)∗/{±1} ≃ (Z/3Z). La lasse de 2 dans Z/7Zengendre (Z/7Z)∗, ainsi don que son quotient par {±1}. Gal(K/Q) est don engendré parl'unique automorphisme envoyant α + α−1 sur α2 + α−2, i.e. cos(2π/7) sur cos(4π/7).On aurait aussi pu montrer que K/Q est normale en remarquant par alul expliiteque les onjugués de cos(2π/7) sur Q sont cos(4π/7) et cos(8π/7), et en notant que esderniers s'obtiennent omme des polyn�mes en cos(2π/7) par les formules de dupliationdes osinus.
K/Q étant de degré 3 n'a pas de sous-orps strits, tous les éléments non dans Q sontdon primitifs.(e) Posons K := Q(α, j), α := 3

√
5 et j := e2iπ/3. Le polyn�me X3 − 5 est irrédutibledans Q[X] ar il est de degré 3 sans raines dans Q. 1+X+X2 est irrédutible dans Q(α)ar j n'est pas dans Q(α) ⊂ R. Ainsi, [K : Q] = 6.

K/Q est galoisienne ar 'est le orps de déomposition sur Q du polyn�me X3 − 5 ∈
Q[X]. Posons G := Gal(K/Q), on sait don que |G| = 6. Notons que le sous-ensemble
{α, jα, j2α} de K est stabilisé par G, e qui nous fournit un morphisme de groupes :

G −→ S3Ce morphisme est injetif ar α et jα engendrant K omme Q-algèbre, un automor-phisme qui les �xe est don trivial. Le morphisme i-dessus est alors surjetif ar |G| = 6.Ainsi, G ≃ S3.
G a 4 sous-groupes strits, qui sont eux engendrés (via l'isomorphisme i-dessus) res-petivement par les transpositions (α, jα), (α, j2α), (jα, j2α), et par le 3-yle (α, jα, j2α).On les note H1, H2, H3 et H . Notons que les éléments de H1 �xent j2α, et don KH1 ⊃8Noter en fait que si K/k est une extension galoisienne �nie de groupe de Galois abélien, alors tousles sous-groupes de Gal(K/k) étant distingués, toutes les sous-k-extensions L ⊂ K sont galoisiennes sur k.
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Q(j2α). Mais par la théorie de Galois, [KH1 : Q] = |G/H1| = 3. De plus [Q(j2α) : Q] = 3ar X3 − 5 est irrédutible sur Q, on a don KH1 = Q(j2α). On démontre de même que
KH2 = Q(jα) et KH3 = Q(α). En�n, on voit de même que Q(j) ⊂ KH , puis l'égalité.Par la orrespondane de Galois, on a exhibé tous les sous-orps de K, puis tous leséléments primitifs.(f) Posons K := Q(α, i), α4 = −2, i2 = −1. Le polyn�me X2 + 1 est irrédutible dans
Q[X]. Montrons que Q := X4 + 2 est irrédutible dans Q(i)[X]. Supposons par l'absurdeque Q est rédutible dans Q(i)[X]. Notons tout d'abord que X4+2 = (X−α)(X−iα)(X+
iα)(X + α) ∈ K[X]. Si Q a une raine dans Q(i), α ∈ Q(i), puis en posant z := (αᾱ)2et prenant le module au arré de l'équation α4 = 2, on trouve 4 = z4, z ∈ Q∗, e qui estabsurde. Si Q a un fateur de degré 2 dans Q(i), on voit que si son terme en X est nonnul, α ∈ Q(i) et on onlut omme préédemment. Une fatorisation de Q dans Q(i)[X]don néessairement (par fatorisation unique dans Q(i)[X]) (X2 − α2)(X2 + α2). Mais
α2 = ±

√
−2 n'est pas dans Q(i) omme on le véri�e failement : on a l'absurdité. Ainsi,

[K : Q] = 8.
K/Q est galoisienne ar 'est le orps de déomposition sur Q de Q ∈ Q[X]. Si G :=Gal(K/Q), on sait don que |G| = 8. Soit C := {±α,±iα} ⊂ K, l'ation de G sur Gpermute les éléments de C. Comme C engendre K omme Q-algèbre, on dispose don d'unmorphisme injetif :

G→ S4

G est don un 2-Sylow de S4, il est don isomorphe au groupe D4 des isométries duarré. On peut retrouver ei plus simplement en remarquant que C ⊂ C est l'ensembledes sommets d'un arré entré en 0 stable par la onjugaison omplexe, et que G y agitpar isométries (voyant C munit de la distane induite par C) ar il préserve les milieux dessommets opposés (si dans C on a x+ y = 0, σ ∈ G, alors σ(x) + σ(y) = 0).En partiulier, il existe un élément r ∈ G d'ordre 4 agissant par multipliation par isur les éléments de C, et un autre τ d'ordre 2 y agissant par la onjugaison omplexe,on a τrτ = r−1. Il est aisé de véri�er que G a exatement 8 sous-groupes strits, dont 4distingués :
H := 〈r2〉 = Z(G), H1 := 〈r〉, H2 := 〈r2, τ〉, H3 := 〈r2, rτ〉et deux lasses de onjugaison de sous-groupes d'ordre 2 (symétries du arré selon unediagonale ou un axe perpendiulaire à un �té) :
Q1 := 〈rτ〉, rQ1r

−1 = 〈r−1τ〉, et Q2 := 〈τ〉, rQ2r
−1 = 〈r2τ〉En proédant omme en (e), on montre que

KH = Q(α2, i) = Q(e2iπ/8), KH1 = Q(i), KH2 = Q(
√

2), KH3 = Q(i
√

2),es extensions étant toutes galoisiennes sur Q de groupes de Galois (Z/2Z)2 pour la pre-mière, (Z/2Z) pour les trois autres. De même,
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KQ1 = Q(α), KrQ1r−1

= r(KQ1) = Q(iα)

KQ2 = Q(α + ᾱ) = Q(
4
√

2), KrQ2r−1

= r(KQ2) = Q(i
4
√

2)Par la orrespondane de Galois, on a don trouvé tous les sous-orps de K/Q.Exerie 3 du TD 5 On démontre dans et exerie que C est algébriquement los, onprendra don garde à ne pas l'utiliser. . .(a) Soit G := Gal(K/R). Par la orrespondane de Galois, la question posée est équi-valente à montrer qu'il existe une tour de sous-groupes
Gn = {1} ( Gn−1 ( Gn−2 ( · · · ( G1 ( Gtels que G1 soit d'indie impair et Gi+1 soit un sous-groupe d'indie 2 de Gi si i ≥ 1. Ene�et, on onlura alors en posant Ki := KGi, et en se rappelant que par le lemme d'Artin

[K : KGi] = |Gi|, et don que [KGi : R] = |G|/|Gi|.On hoisit pour G1 un 2-Sylow de G. On onlut le dévissant de G1 en utilisant demanière répétée le lemme suivant :Lemme Soit P un p-groupe �ni, alors il admet un sous-groupe d'indie p.Preuve: On raisonne par réurrene sur |P |. On sait que le entre de P est non trivial, onpeut don y hoisir un sous-groupe Z d'ordre p. Z est distingué dans P et |P/Z| = |P |/p.Par réurrene on hoisit S un sous-groupe d'indie p dans le p-groupe P/Z, et on note
S ′ son image réiproque par la surjetion anonique P → P/Z. S ′ est d'indie p paronstrution. �(b) Supposons enore K/R est galoisienne �nie, on onsidère le dévissage du (a). Si
x ∈ K1, [R(x) : R] est impair ar il divise [K1 : R]. Le polyn�me minimal de x est donirrédutible de degré impair. Le théorème des valeurs intermédiaires assure qu'il admet uneraine dans R, il est don de degré 1. Ainsi, K1 = R. Si n ≥ 2, [K2 : R] = 2. Mais il estimmédiat que C est la seule extension quadratique de degré 2 (f. TD1.ex.1), don K2 ≃ C.Si n ≥ 3, K3 est une extension quadratique de C. La formule pour les raines d'un trin�me,ainsi que le fait que tout nombre omplexe non nul est un arré dans C, montre qu'il n'ya pas de polyn�me irrédutible de degré 2 dans C[X]. Il est don absurde que n ≥ 3. Ona don montré que les seules extensions �nies galoisiennes de R sont R et C.Soit K/R une extension �nie de R, sa l�ture normale Kn est enore �nie sur R, etgaloisienne ar R est de aratéristique 0. Il vient que K ⊂ Kn = R ou C, puis K = R ou
C, on a don montré que la seule extension �nie non triviale de R est C. En�n, soit K/Ralgébrique, x ∈ K\R. Par e que l'on vient de montrer, R[x] ≃ C. En�n, si y ∈ K\R[x],on aboutit a une ontradition en onsidérant R[x][y]/R.Exerie 3 du TD 4 (a) i) Une raine primitive huitième de l'unité est un élément
w ∈ F∗

p2 tel que w8 = 1 et w4 6= 1 (e qui est équivalent à w4 = −1 �nalement), i.e. unélément d'ordre 8 du groupe multipliatif F∗
p2. Comme on sait que e groupe est ylique,un tel élément existe si, et seulement si, 8 divise son ardinal, i.e. 8|p2 − 1. Mais si n estun entier impair, n2 − 1 = (n− 1)(n+ 1) est toujours divisible par 8.



78 QUELQUES CORRECTIONSii) En�n, on a w4 = −1, don w2 = −w−2, puis (w + w−1)2 = 2 + w2 + w−2 = 2.Remarques :� Un autre argument pour le (i) est de dire que ertainement une l�ture algébrique Fpde Fp (ou même Fp4! = Fp24) ontient un tel élément w. Comme w8 = 1, et 8|p2 − 1,il vient que w est �xé par x 7→ xp
2 , il est don dans Fp2.� Enore autre méthode est de dire que Fp2 ontient toutes les raines arrés des élé-ments de Fp, et en partiulier un élément i tel que i2 = −1, et un autre x tel que

x2 = 2. Un alul immédiat montre alors que w := (i+1)/x satisfait w4 = −1, et donqu'il est d'ordre 8. L'idée ii est l'analogie ave la formule sur C : e2iπ/8 = (1+ i)/
√

2.Cet argument de rédution modulo p d'une identité sur C peut être rendu parfaite-ment rigoureux (f. la orretion de l'exerie 9).� Une dernière façon de voir tout ela, très semblable à la dernière, est de remarquerque X4 +1 est toujours rédutible dans Fp[X] ar l'un au moins des nombres −1, −2ou 2 est toujours un arré dans Fp (pourquoi ?), et que
X4 + 1 = (X − w)(X − w−1)(X − w3)(X − w−3) =

= (X2 + i)(X2 − i) = (X2 −
√

2X + 1)(X2 +
√

2X + 1) = (X2 − i
√

2X + 1).(b) D'après le (a), 2 est le arré de w + w−1 dans Fp2. Comme 2 n'a que deux rainesarrées dans Fp, 2 est un arré dans Fp si, et seulement si, (w + w−1) est dans Fp. Maisei est équivalent à demander que w + w−1 soit �xé par le Frobenius x 7→ xp de Fp2/Fp.Comme w8 = 1, si p ≡ ±1 mod 8, wp + w−p = w + w−1 et don 2 est un arré dans Fp. Si
p ≡ ±3 mod 8, wp + w−p = w3 + w−3 = −(w + w−1) 6= w + w−1 ar 2 6= 0. Cela onlutque 2 est un arré si, et seulement si, p ≡ ±1 mod 8.Exerie 9 du TD 4 Dans e qui suit, je justi�e la seonde remarque faite dans laorretion de l'exerie 3 TD 4. Il est faile d'extraire de e qui suit une orretion del'exerie 9 du TD 4.Un nombre algébrique x ∈ C est dit "entier algébrique" s'il est annulé par un polyn�meunitaire à oe�ients entiers. Cela implique que Z[x] := {P (x), P ∈ Z[X]} ⊂ C est detype �ni omme groupe abélien, même engendré par 1, x x2, . . . , xd−1 si d est le degré d'unpolyn�me annulateur Π de x unitaire à oe�ients entiers. Par exemple, si n > 1 ∈ N,√
n, e2iπ/n, sont des entiers algébriques, mais pas 1/n (pourquoi ?). Leur forme est parfoistrompeuse : (1 +

√
5)/2 est dans Z, mais pas (1 +

√
3)/2. C'est un fait que la somme et leproduit de deux entiers algébriques est enore un entier algébrique, de sorte qu'ils formentun sous-anneau de C. Reportons la preuve de ei à la �n de e orrigé.On peut parler de ongruenes modulo un idéal dans Z, omme dans tout anneauommutatif9. Soit n > 1 un entier naturel, j'a�rme que l'idéal nZ ⊂ Z est strit. En e�et,dans le as ontraire, 1 ∈ nZ et don 1/n ∈ Z, e qui est faux. Ainsi, l'anneau Z/nZ est9Bien sûr, ela serait aussi possible dans Q, mais omme e dernier est un orps, et il n'a don pasd'idéal non trivial.



QUELQUES CORRECTIONS 79non trivial, et on peut don s'en servir pour y étudier des ongruenes. Cependant, mêmequand n est premier, e quotient est très loin d'être intègre et sa struture d'anneau estplut�t omplexe. Par exemple on a toujours n =
√
n

2, mais √n /∈ nZ ar sinon 1/
√
n ∈ Z,puis 1/n ∈ Z : absurde. On ra�ne don un peu le proédé omme suit.On �xe désormais n = p un nombre premier. Comme pZ est strit, on peut l'inluredans un idéal maximal P ⊂ Z. En partiulier, F := Z/P est un orps de aratéristique p(ar p ∈ P ), algébrique sur Fp : tout x ∈ Z satisfait une équation algébrique sur Z, ainsidon que son image dans F sur Fp = Z.1 ∈ F. En�n, F ontient tous les orps �nis (eten est don la réunion) ar Xpn −X est sindé dans Z[X], ainsi don que son image dans

F[X].Ce qui a été fait ii ave Z peut être fait ave tout sous-anneau A ⊂ Z, don par exemple
Z[i], Z[e2iπ/n,

√
2]... mais aussi Z[{e2iπ/n, n > 1}] (as de l'exerie 9), Z[{e2iπ/pn

, n ≥ 1}]ou Z[{√n, n ∈ Z}]. Dans ette généralité, A/P n'est pas toujours une l�ture algébriquede Fp. Vous pouvez véri�er que dans les trois derniers as i-dessus on obtient pour A/Prespetivement : Fp, Fp, Fp2 (sauf si p = 2 auquel as on a F2). En exerie, vous pouvezaussi regarder e qui se passe pour A = Z[i].Pour en revenir à la question initiale soulevée dans l'exerie 3. Notons que w := e2iπ/8,
i et √2 sont des entiers algébriques, et onsidérons les relations√2 = (w+w−1)2, ou enore√

2w = (1 + i), qui sont dans Z. On peut don les réduire modulo P . Évidemment, lesimages respetives w, i et √2 de w, i et √2 satisfont enore w4 = −1, i2 = −1 et √2
2

= 2.Par des arguments que l'on a déjà donnés en (a), es images sont toutes �xées par x 7→ xp
2 ,elles sont don toutes dans Fp2 ⊂ F. Cela montre que la première relation est valable dans

Fp2. Si p 6= 2, √2 est inversible ar son arré l'est, et on a don aussi w = (1 + i)/
√

2.Il ne reste qu'à montrer que Z est un anneau. Soit M ⊂ C un sous-groupe abélien nonnul de type �ni, et x ∈ C tel que xM ⊂ M . Montrons que x est dans Z. Comme M estsans torsion et de type �ni, il est libre de rang �ni ≃ Zn, et la multipliation par x, peutêtre vue omme un endomorphisme de Zn. Le théorème de Cayley-Hamilton nous fournitalors un polyn�me annulateur unitaire P à oe�ients entiers tel que P (x)M = 0. Comme
M est non nul et C intègre, ela implique que P (x) = 0 e qui onlut. Si x et y sont dans
Z, alors on voit de suite que M = Z[x, y] := {P (x, y), P ∈ Z[X, Y ]} ⊂ C est de type �ni,préservé par multipliation par x+ y et xy. Ainsi, xy et x+ y sont dans Z.Exerie 1 du TD 3 (a) L'appliation Endk(V ) → Endk(Symn(V )) est elle notée
u 7→ S(u) dans le ours. Elle satisfait S(u ·v) = S(u) ·S(v), ar 'est vrai sur le sous-espae(générateur) des tenseurs purs. Ainsi, elle induit un morphisme de groupes GL(V ) →
GL(Symn(V )).Supposons n > 1 et dimk(V ) > 1, véri�ons que l'on peut trouver u et v tels que
S(u + v) 6= S(u) + S(v). Soient e et f dans V et k-libres, et u et v ∈ Endk(V ) telsque u(e) = 0 et u(f) = f (resp. v(e) = e et v(f) = 0). Alors S(u + v)(en−1f) = ((u +
v)(e))n−1((u+ v))(f) = en−1f , alors que S(u)(en−1f) = S(v)(en−1f) = 0. Cela onlut.



80 QUELQUES CORRECTIONSSi dimk(V ) = 1, on véri�e aisément que S est k-linéaire si, et seulement si, n est de laforme pr ave p premier10 et k ⊂ Fpr .(b) On note e1, e2 la base anonique de k2. Si g =

(
a b
c d

)
∈ Ker(ρn), alors ρn(g).en1 =

(ae1 + be2)
n =

∑n
i=0

(
n
i

)
aiei1b

n−ien−i2 = en1 . Comme les mon�mes en e1 et e2 sont k-libresdans Symn(ke1 ⊕ ke2) d'après un résultat du ours, il vient que an = 1 et b = 0. De même
c = 0 et dn = 1, on a alors d = a−1. Mais omme ρn(g)(en−1

1 e2) = an−2en−1
1 e2, il vient

a2 = 1, puis g = ±1 ∈ SL2(k). On voit alors de suite que Ker(ρn) = {±1} si n est pair,
{1} si n est impair.() Dans le TD nous avons orrigé et exerie en onsidérant l'ation des matriesdiagonales, mais on avait vu que la preuve se généralisait mal pour le (d). On raisonne unpeu di�éremment i-dessous en utilisant l'ation de g =

(
1 1
0 1

), on pose u = ρn(g). Ona u(e1) = e1 et u(e2) = e1 + e2. Dans la base en1 , en−1
1 e2, . . . , e

n
2 , la matrie de u est donune tronature du triangle de Pasal :





1 1 1 1 . . .
0 1 2 3 . . .
0 0 1 3 . . .
0 0 0 1 . . .
0 0 0 0 . . .



Notons que u−1 est nilpotente d'indie n+1. En e�et, on voit que (u−1)n(en2 ) = n!en1 ,qui est non nul ar n! est non nul dans k (de aratéristique nulle ii.). En partiulier,
Ker(u− 1) = k.en1 .Soit W un sous-espae vetoriel de Symn(k2) stable par ρn(G), non nul. Il est donstable par u − 1. Si w 6= 0 ∈ W , alors pour tout m, (u − 1)m(w) ∈ W , et si m estle plus grand entier pour lequel (u − 1)m(w) est non nul, alors (u − 1)m(w) est dans
Ker(u−1) = k.en1 . Ainsi, en1 ∈W . Mais alors en2 ∈W en onsidérant un élément de SL2(k)éhangeant ke1 et ke2 (ela existe). En érivant suessivement que (u−1)m(e2) ∈W pour
m = n, n− 1, . . . ., 1, on voit que tous les mon�mes sont dans W (ela utilise le fait en2 estun veteur ylique pour (u− 1), e qui déoule de e que l'indie de nilpotene de u − 1est n + 1 = dimk(Sym

n(k2))).(d) Le même argument que préédemment vaut pour n < p ar n! est non nul dans
k. Pour n = p, on remarque kep1 ⊕ kep2 est un sous-espae stable non trivial : (ae1 +
be2)

p = apep1 + bpep2 ar on est en aratéristique p. Le raisonnement du () dans e as nousmontrerait même que Symp(k2) n'admet pas d'autre sous-espae stable strit que l'espaeexhibé i-dessus11.10(Remarque indépendante) Vous pouvez véri�er aussi que si V est un Fq-espae vetoriel de dimension
1, alors Symq−1(V ) est anoniquement isomorphe à Fq.11Il est onnu que si ρ : SL2(R) → GLn+1(R) est un morphisme ontinu tel que ρ(G) n'admet pas desous-espae stable strit, alors ρ est onjugué à la représentation ρn étudié dans et exerie. De plus, il



QUELQUES CORRECTIONS 81Exerie 2 du TD 2 Les questions un peu formelles sont volontairement très détaillées.Les questions (d) et (e) étaient plus di�iles.(a)12 L'appliation de l'énoné ψ : A → Endk(A), a 7→ (x 7→ ax), est lairement unmorphisme de k-algèbres, injetif ar A est unitaire de sorte que ψ(a) : 1 7→ a. On onlutar le hoix d'une k-base de A identi�e Endk(A) à Mn(k) omme k-algèbre, n := dimk(A).(a') On expliite l'appliation préédente. Si k = Q, A = Q(
√

2), on �xe par exemplela Q-base 1,
√

2 de A. On voit alors que ψ est l'appliation :
a+ b

√
2 7→

(
a 2b
b a

)
.De même, si A = Q[X]/(Xn), le hoix de la Q-base 1, X, . . . , Xn−1 de A donne13 :

a0 + a1X + · · · + an−1X
n−1 7→





a0 0 . . . 0
a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0



 .(b) On ommene par rappeler la onséquene suivante d'un résultat du ours :Lemme : Soit V un k-espae vetoriel, K/k une extension de orps, alors si (ei) est une
k-base de V , (ei ⊗ 1) est une K-base de V ⊗k K.Preuve : On sait du ours que si N et (Mi)i∈I sont des A-modules, l'appliation ano-nique ⊕

i∈I(Mi⊗AN) → (
⊕

i∈IMi)⊗AN est un isomorphisme. On l'applique àMi := k.ei,
N = K, A = k. Ainsi, tout élément de V ⊗kK s'érit de manière unique omme somme �nie∑

i vi⊗ki, le "unique" désigne ii que l'élément vi⊗ki de (kei)⊗kK est uniquement déter-miné. On onlut ar e dernier s'érit de manière unique sous la forme ei⊗λi = λi.(ei⊗1)ave λi ∈ K (l'égalité provenant par dé�nition de la struture de K-espae vetoriel sur
V ⊗k K).Pour les plus septiques, on peut aussi donner la preuve ad ho suivante. Les tenseurspurs engendrent V⊗kK omme k-espae vetoriel, don à fortiori ommeK-espae vetorielaussi. Par dé�nition de la struture de K-espae vetoriel sur V ⊗k K, ei ⊗ λ = λ.(ei ⊗ 1)si λ ∈ K, don la famille de l'énoné est génératrie, montrons qu'elle est libre. Supposonsque l'on ait une relation ∑

i λi.(ei ⊗ 1) = 0 =
∑

i ei ⊗ λi. Considérons la forme k-linéaire
pi : V → k projetion sur kei parallèlement aux ej , j 6= i, pi(∑k akek) := ai. L'appliationest aussi onnu que si ρ : SL2(Fq) → GLn+1(Fq) est un morphisme de groupe tel que ρ n'admet pas desous-espaes stable strit, alors n < q et ρ est onjugué à ρn i-dessous.12Cette question est l'analogue pour les k-algèbres de dimension �nie sur k du fait que tout groupe�ni G est isomorphe à un sous-groupe de Sn ave n = |G|.13De manière générale, si P ∈ k[X ] et A = k[X ]/(P ) on retrouve la matrie ompagnon de P dans labaseXdeg(P )−1, . . . , X, 1, et ela montre immédiatement le fait bien onnu (et élémentaire) que le polyn�meminimal de ette dernière est P , ar P est le polyn�me minimal de l'image deX dans A. On peut remarqueraussi que Mn(k) ontient don omme sous-k-algèbre toute extension K/k de orps de degré divisant n(ette ondition sur le degré est néessaire : pourquoi ?). Noter qu'il peut y en avoir une in�nité deux àdeux non isomorphes, omme le montre le as des K/Q de degré 2 dans M2(Q).
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V × K → K, (v, λ) 7→ λpi(v) est k-bilinéaire, et se fatorise don en une appliation k-linéaire envoyant ej ⊗ λ sur λ si j = i, sur 0 sinon. En l'appliquant à la relation plus hautil vient λi = 0, et e don pour tout i, e que l'on voulait. �Revenons-en à la question de l'exerie. L'appliation A ×K → Mn(K), (a, λ) 7→ λa,est lairement k-bilinéaire. Elle se fatorise don en une appliation k-linéaire ψ : A⊗kK →
Mn(K). Il est immédiat que ψ ainsi dé�nie est un morphisme de K-algèbres, d'image la
K-algèbre engendrée par A. Il faut voir que ψ est injetive. Soit (ei) une k-base de A. Parle lemme, (ei)⊗ 1 est une K-base de A⊗kK, de sorte qu'il su�t de montrer que la familledes ψ(ei ⊗ 1) = ei est K-libre dans Mn(K), soit le14 :Lemme : Soit K/k une extension de orps, I un ensemble, alors une famille k-libre de
k(I) est K-libre vue dans K(I) ⊃ k(I).Preuve : C'est une onséquene direte de e que l'appliation anonique k(I) ⊗k K →
K(I) est un isomorphisme, qui est un as partiulier du résultat du ours énoné plus haut.Donnons tout de même une preuve ad ho. Soit (fj) une telle famille, et ∑

j λjfj = 0une relation de dépendane linéaire ave les λj dans K presque tous nuls. Soit p : K → kune forme k-linéaire, p′ : K(I) → k(I) l'appliation dé�nie par p′((xi)) := (p(xi)). Alors
p′ est k-linéaire, et satisfait p′(λ.x) = p(λ)x si x ∈ k(I) et λ ∈ K. En appliquant p′ a larelation plus haut, il vient don ∑

i p(λi)fj = 0 ∈ k(I). Ainsi, p(λi) = 0 pour tout i et
p ∈ Homk(K, k), puis λi = 0 pour tout i. �() On véri�e immédiatement que l'appliation diag(x1, . . . , xn) ∈ Dn(k) 7→ (x1, . . . ., xn) ∈
kn est un isomorphisme de k-algèbres.(d) On peut supposer que A ⊂ Mn(k), n = dimk(A) par la question (a). D'aprèsla question (), il faut montrer que la K-algèbre engendrée par A est K-isomorphe à
Kn. Véri�ons qu'il su�t de montrer que tous les éléments de A sont diagonalisables dans
Mn(K). En e�et, omme ils ommutent, tous les éléments de K.A seront odiagonalisables.Ainsi quitte à onjuguer Mn(K) par un P ∈ GLn(K), e qui est un automorphisme de K-algèbre, on aura don K.A ⊂ Dn(K), puis K.A = Dn(K) ar dimK(K.A) = dimk(A) = nd'après le (b). Ce que l'on voulait. Il faut don montrer que tout élément a ∈ A est annulépar un polyn�me sindé à raines simples dans K[X], �xons un tel a. Soit P ∈ k[X] lepolyn�me minimal de a ∈ A. Comme A est un orps, P est irrédutible. L'indiation assurealors que P est à raines distintes dans K[X], ela onlut.Preuve de l'indiation : Si k est de aratéristique nulle, P ∈ k[X] non onstant, alors
P ′ est un polyn�me non nul. En partiulier, si P est irrédutible, P ′ est premier ave P , desorte que l'on peut érire une relation de Bezout dans k[X], AP +BP ′ = 1. Cette relationvaut dans K[X], de sorte que P et P ′ n'ont pas de raines en ommun, i.e. P n'a pas deraine multiple 15.14Ce lemme peut aussi se déduire du lemme préédent ombiné au résultat du ours : si V et W sontdes k-espaes vetoriels, l'appliation anonique V (I)⊗kW → (V ⊗kW )(I) est un isomorphisme , appliquéà V = k(I) et W = K.15Si k est de aratéristique p et a ∈ k∗ n'est pas une puissane pieme dans k, alors Xp − a estirrédutible dans k[X ] mais n'a qu'une raine de multipliité p dans K[X ]. Par ontre, si x 7→ xp, k → k,



QUELQUES CORRECTIONS 83(e) Le premier lemme de la question (b) assure que l'appliation anonique A→ A⊗kK,
a 7→ a⊗1 est injetive. C'est de plus un morphisme de k-algèbres. Ainsi, si A⊗kK n'a pasd'élément nilpotent non nul (resp. est ommutative), alors A a la même propriété. Celamontre la néessité.En raisonnant, omme en (d), il su�t de montrer que tout élément de a est annulé par unpolyn�me P ∈ k[X] qui est sans fateur arré. En e�et, on aura alors que (P, P ′) = 1 (arla aratéristique de k est nulle), puis par Bezout que P n'a que des raines simples dans
K. Soit a ∈ A, P son polyn�me minimal unitaire. On érit P = πnQ où Π est irrédutiblepremier à Q. Si S est un polyn�me valant X mod Πn et 0 mod Q, b := S(a) est don unélément de A de polyn�me minimal Πn. En partiulier, Π(b) est nilpotent, don nul, desorte que n = 1, e que l'on voulait.(f) Le polyn�me Xp−T est irrédutible dans (Fp[T ])[X] par exemple d'après le ritèred'Eisenstein, il l'est don dans k[X] par le lemme du ontenu de Gauss. Par l'exerie 1.(a),
(k[X]/(Xp − T ))⊗k K est isomorphe omme K-algèbre à K[X]/(Xp − T ). Soit x ∈ K telque xp = T , on remarque que Xp − T = (X − x)p, de sorte que le hangement de variable
u := X − x répond à la première question. Comme p > 1, l'algèbre obtenue a des élémentsnilpotents non nuls, elle n'est don pas K-isomorphe à Kp.(g) Si x = (x1, . . . , xn) ∈ kn engendre kn omme k-algèbre, alors il est évident que tousles xi sont distints. Réiproquement, supposons que tous les xi sont distints et �xons
y = (y1, . . . , yn)) ∈ kn quelonque. Les xi étant distints on peut trouver un polyn�meinterpolateur de Lagrange P ∈ k[X] tel que P (xi) = yi, de sorte que P (x) = y dans kn,'est la réiproque attendue.En�n, soit L/k une extension �nie omme dans l'énoné. Par le d, il existe unK-isomorphisme
L⊗kK → Kn. On rappelle que le morphisme naturel de k-algèbres L→ L⊗kK, x 7→ x⊗1,est injetif (par exemple par le premier lemme du (b), ou par l'exerie 1.(b) du TD1, arle produit tensoriel est pris sur un orps), et que son image engendre tout L ⊗k K ≃ Knomme K-espae vetoriel. Pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n, notons Hi,j le sous-k-espae vetorielde L formé des éléments dont l'image dans Kn a ses iieme et jieme oordonnée qui oïn-ident. C'est un sous-espae strit ar K.L = Kn. Comme k est de aratéristique nulledon in�ni, la réunion (�nie) des Hi,j est un sous-espae vetoriel strit de L, de sorte qu'ilexiste x ∈ L dans auun des Hi,j, il engendre don Kn omme K-algèbre d'après le premierpoint. À fortiori, x engendre L omme k-espae vetoriel ar Kn = L⊗k K.(h) Par un résultat du ours, l'appliation naturelleHomk−alg(L,K) → HomK−alg(L⊗k K,K)est bijetive, de sorte qu'il su�t de montrer, grâe au (d), que |HomK−alg(K

n, K)| = n.Soit ei l'élément de Kn partout nul sauf à la iieme oordonnée où il vaut 1. On a e2i = ei,
1 = e1 + · · · + en, et eiej = 0 si i 6= j. Si ψ : Kn → K est un morphisme de K-algèbre,haque ψ(ei) est égal à son arré, et vaut don 0 ou 1. Les relations ψ(ej)ψ(ei) = 0 si i 6= jest bijetive (on dit que k est parfait), alors vous pouvez véri�er que si P est irrédutible, P ′ n'est pasnul, et don à raines simples dans K[X ]. C'est en partiulier vrai si k est �ni. Ces notions seront reprisesdans le ours de théorie de Galois.



84 QUELQUES CORRECTIONSet 1 = ψ(e1) + · · ·+ ψ(en) montrent qu'un, et un seul, des ψ(ei) est non nul. On en déduitque ψ est la projetion sur l'une des oordonnées de Kn, puis le résultat.


